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Åëåêòðîííèé iíòåðàêòèâíèé íàâ÷àëüíèé ïîñiáíèê, ùî ïðèçíà÷åíèé äëÿ ñòóäåíòiâ, ÿêi öi-
êàâëÿòüñÿ ìàòåìàòè÷íèì àíàëiçîì i ïðàãíóòü ïîãëèáèòè ñâî¨ çíàííÿ ç öüîãî ïðåäìåòó.

Ìåòà öüîãî âèäàííÿ:

• ñôîðìóâàòè ìàòåìàòè÷íå ìèñëåííÿ ñòóäåíòiâ, ðîçâèòè â íèõ ïðàêòè÷íi íàâè÷êè òà âìiííÿ
ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷;

• äîïîìîãòè ñòóäåíòàì ñàìîñòiéíî âèâ÷èòè íîâi ïðèéîìè òà ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ âïðàâ, à
òàêîæ îçíàéîìèòè ç îñíîâíèìè òåîðåòè÷íèìè âiäîìîñòÿìè.

Äàíèé íàâ÷àëüíèé ïîñiáíèê âiäïîâiäà¹ ïðîãðàìi êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó ó ïåðøîìó
ñåìåñòði Ïîëòàâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî ïåäàãîãi÷íîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Â. Ã. Êîðîëåíêî. Íà-
â÷àëüíèé ïîñiáíèê ïîäiëåíî íà òðè ðîçäiëè: âñòóï äî ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, äèôåðåíöiàëüíå
÷èñëåííÿ ôóíêöié îäíi¹¨ çìiííî¨ òà iíòåãðàëüíå ÷èñëåííÿ ôóíêöié îäíi¹¨ çìiííî¨.

Âñòóï äî ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó ïåðåäáà÷à¹ âèâ÷åííÿ áàçîâèõ ïîíÿòü òà ìåòîäiâ ìàòåìà-
òè÷íîãî àíàëiçó, ïîâ'ÿçàíèõ iç ÷èñëîâèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè òà äiéñíèìè ôóíêöiÿìè äiéñíîãî
àðãóìåíòó, îá÷èñëåííÿì ¨õ ãðàíèöü òà äîñëiäæåííÿì îñòàííiõ íà íåïåðåðâíiñòü.

Öåíòðàëüíi ïîíÿòòÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííÿ � ïîõiäíà òà äèôåðåíöiàë, à òàêîæ ðîçðî-
áëåíèé íà îñíîâi íèõ àïàðàò äîñëiäæåííÿ ôóíêöié, âèêëàäåíî â äðóãîìó ðîçäiëi ïîñiáíèêà.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi âèêëàäåíî íåîáõiäíèé òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë ñòîñîâíî íåâèçíà÷åíîãî
òà âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëiâ, íàâåäåíî îñíîâíi îçíà÷åííÿ âiäïîâiäíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ïîíÿòü òà
ôîðìóëè ðîçðàõóíêiâ. Äëÿ êðàùîãî ñïðèéíÿòòÿ ìàòåðiàëó íàâîäèòüñÿ äîñòàòíÿ êiëüêiñòü ðè-
ñóíêiâ.

Êîæíèé ðîçäië ñêëàäà¹òüñÿ ç ïàðàãðàôiâ, ùî ìiñòÿòü êîðîòêi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi òà ïðè-
êëàäè ðîçâ'ÿçàííÿ òèïîâèõ âïðàâ. Äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè ñòóäåíòiâ íàâîäèòüñÿ êîìïëåêñ òèïî-
âèõ âïðàâ. Íàïðèêiíöi êîæíîãî ç ïàðàãðàôiâ çàïðîïîíîâàíî iíòåðàêòèâíi òåñòîâi çàâäàííÿ, ùî
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ðîçðîáëåíi íà îñíîâi LATEX-òåõíîëîãié. Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî òåñòè áóäóòü ïîâíîôóíêöiîíàëü-
íèìè, ÿêùî âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ ïåðåãëÿäó pdf-ôàéëiâ ïðîãðàìó Adobe Reader âiä 9 âåðñi¨.
Íàâåäåíà iíñòðóêöiÿ ùîäî âèêîðèñòàííÿ òåñòiâ (ñòîð. 46), ÿê çàñîáó ìîäóëüíî-ðåéòèíãîâîãî
êîíòðîëþ çíàíü ñòóäåíòiâ ïðè âèâ÷åííi âiäïîâiäíèõ ðîçäiëiâ ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó.

Àâòîðè âèñëîâëþþòü ùèðó ïîäÿêó êîëåãàì � âèêëàäà÷àì êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó
òà iíôîðìàòèêè ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó Ïîëòàâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî ïåäàãîãi÷íîãî
óíiâåðñèòåòó iìåíi Â. Ã. Êîðîëåíêî, ñïiëêóâàííÿ ç ÿêèìè ñïðèÿëî íàïèñàííþ öüîãî íàâ÷àëüíîãî
ïîñiáíèêà.
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Ðîçäië 1

ÂÑÒÓÏ ÄÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÎÃÎ
ÀÍÀËIÇÓ

Öåé ðîçäië ¹ òåîðåòè÷íîþ îñíîâîþ äëÿ ïîäàëüøîãî âèâ÷åííÿ iíøèõ ðîçäiëiâ ìàòåìàòè÷íî-
ãî àíàëiçó, ùî ¹ áàçîâèìè äëÿ òàêèõ ôóíäàìåíòàëüíèõ êóðñiâ, ÿê ¾Ðiâíÿííÿ ìàòåìàòè÷íî¨
ôiçèêè¿, ¾Ïðèêëàäíà ìåõàíiêà¿, ¾Çàãàëüíà ôiçèêà¿ òà ií.

Âiäìiòèìî, ùî îñíîâè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó çàêëàäåíî â ïðàöÿõ I. Íüþòîíà, Ã. Ëåéáíiöà,
Ë. Åéëåðà òà iíøèõ ìàòåìàòèêiâ 17-18 ñò. Îá ðóíòóâàííÿ ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó çà äîïîìîãîþ
ïîíÿòòÿ ãðàíèöi íàëåæèòü Î. Ë. Êîøi.

Äàíèé ðîçäië ïåðåäáà÷à¹ âèâ÷åííÿ áàçîâèõ ïîíÿòü òà ìåòîäiâ ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, ïîâ'ÿ-
çàíèõ iç ÷èñëîâèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè òà äiéñíèìè ôóíêöiÿìè äiéñíîãî àðãóìåíòó, îá÷èñëåííÿì
¨õ ãðàíèöü òà äîñëiäæåííÿì îñòàííiõ íà íåïåðåðâíiñòü.

Îñíîâíèé ïðèíöèï, ÿêèì êåðóâàëèñü àâòîðè ïðè ïiäãîòîâöi âñòóïó äî ìàòåìàòè÷íîãî àíà-
ëiçó � ïiäâèùåííÿ ðiâíÿ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ïiäãîòîâêè ñòóäåíòiâ ç ïîñèëåííÿì ¨¨
ïðèêëàäíî¨ ñïðÿìîâàíîñòi.
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1.1. Ìíîæèíè òà ôóíêöi¨

1.1.1. Ìíîæèíè òà îïåðàöi¨ íàä íèìè.

Ìíîæèíà ¹ îñíîâíèì ïîíÿòòÿì ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòèêè. Ïîíÿòòÿ ìíîæèíè ââåäåíî àêñiîìà-
òè÷íî ÿê ñóêóïíiñòü ïåâíèõ îá'¹êòiâ äîâiëüíî¨ ïðèðîäè, i òîìó ìíîæèíó íå ìîæíà îçíà÷èòè
çàñòîñîâóþ÷è iíøi îçíà÷åíi ïîíÿòòÿ. Íàâïàêè, çà äîïîìîãîþ ïîíÿòòÿ ¾ìíîæèíà¿ îçíà÷àþòü
áàãàòî iíøèõ ïîíÿòü, i íå ëèøå â ìàòåìàòèöi. Îá'¹êòè, ÿêi ñêëàäàþòü ìíîæèíó, íàçèâàþòü
åëåìåíòàìè öi¹¨ ìíîæèíè. Íàïðèêëàä, ìîæíà ãîâîðèòè ïðî ìíîæèíó âñiõ êíèã ó ïåâíié áiáëiî-
òåöi, ìíîæèíó ëiòåð óêðà¨íñüêîãî àëôàâiòó, àáî ïðî ìíîæèíó âñiõ êîðåíiâ ïåâíîãî ðiâíÿííÿ
òîùî. Ìíîæèíè ïîçíà÷àþòü âåëèêèìè ëiòåðàìè, òîäi ÿê ¨õ åëåìåíòè � ìàëåíüêèìè.

Òâåðäæåííÿ, ùî ìíîæèíà A ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ a1, a2, ..., an, óìîâíî çàïèñó¹òüñÿ ÿê

A = {a1, a2, ..., an}

Ïîðÿäîê åëåìåíòiâ ìíîæèíè íå ìà¹ çíà÷åííÿ.
Íàëåæíiñòü, íàïðèêëàä, åëåìåíòà a1 äî ìíîæèíè A çàïèñóþòü òàê a1 ∈ A. ßêùî b íå ¹

åëåìåíòîì A, òî ïèøóòü: b /∈ A.

Îçíà÷åííÿ 1.1.1. Ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè B, ÿêùî âñi ¨¨
åëåìåíòè íàëåæàòü ìíîæèíi B. Çàïèñóþòü A ⊂ B.

Ó ëiòåðàòóði òàêîæ çóñòði÷à¹òüñÿ ïîçíà÷åííÿ A ⊆ B. Ó öüîìó âèïàäêó ïiä A ⊂ B ñëiä
ðîçóìiòè ñòðîãå âêëþ÷åííÿ, ÿêå íå ïðèïóñêà¹ ðiâíîñòi. ßêùî A ⊂ B é A 6= B òà A 6= ∅, òî A
íàçèâàþòü âëàñíîþ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè B. Íåñòðîãå âêëþ÷åííÿ A ⊆ B äîïóñêà¹ ðiâíiñòü
(òîäi A íàçèâà¹òüñÿ íåâëàñíîþ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè B).
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Îçíà÷åííÿ 1.1.2. Ìíîæèíè A è B íàçèâàþòüñÿ ðiâíèìè (ïîçíà÷à¹òüñÿ A = B), ÿêùî
A ⊂ B òà B ⊂ A, òîáòî A i B ñêëàäàþòüñÿ ç îäíàêîâèõ åëåìåíòiâ.

Îçíà÷åííÿ 1.1.3. Ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà, ÿêà íå ìiñòèòü æî-
äíîãî åëåìåíòà. Ïîçíà÷à¹òüñÿ äëÿ òàêî¨ ìíîæèíè Ø.

Iñíóþòü íàñòóïíi îïåðàöi¨ íàä ìíîæèíàìè:

1. Îá'¹äíàííÿ. Ìíîæèíà C íàçèâà¹òüñÿ îá'¹äíàííÿì ìíîæèí A i B, ÿêùî âîíà ñêëàäà¹-
òüñÿ ç òèõ i òiëüêè òèõ åëåìåíòiâ, ÿêi íàëåæàòü õî÷à á äî îäíi¹¨ ç ìíîæèí A ÷è B. Çàïèñ:
C = A ∪B.

2. Ïåðåòèí. Ìíîæèíà C íàçèâà¹òüñÿ ïåðåòèíîì ìíîæèí A i B, ÿêùî âîíà ñêëàäà¹òüñÿ ç
òèõ i òiëüêè òèõ åëåìåíòiâ, ÿêi íàëåæàòü ÿê äî ìíîæèíè A, òàê i äî ìíîæèíè B. Çàïèñ:
C = A ∩B.

3. Ðiçíèöÿ. Ìíîæèíà C íàçèâà¹òüñÿ ðiçíèöåþ ìíîæèí A i B, ÿêùî âîíà ñêëàäà¹òüñÿ ç òèõ
i òiëüêè òèõ åëåìåíòiâ, ÿêi íàëåæàòü äî ìíîæèíè A i íå íàëåæàòü äî ìíîæèíè B. Çàïèñ:
C = A \B.
Çîêðåìà, ÿêùî A ⊂ B, òî ðiçíèöÿ B\A íàçèâà¹òüñÿ äîïîâíåííÿì ìíîæèíè A äî ìíîæèíè
B. Ïîçíà÷à¹òüñÿ A = B \ A

Îêðiì îá'¹äíàííÿ òà ïåðåòèíó äâîõ ìíîæèí ìîæíà ðîçãëÿäàòè îá'¹äíàííÿ òà ïåðåòèí äîâiëü-
íî¨ ñóêóïíîñòi ìíîæèí - ñêií÷åíî¨ àáî íåñêií÷åííî¨. Íàïðèêëàä, íåõàé A1, A2, ..., Ak, ... � íå-

ñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí. Òîäi îá'¹äíàííÿ C =
∞⋃
k=1

Ak ìíîæèí Ak � öå ìíîæèíà, ÿêà
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ñêëàäà¹òüñÿ âèêëþ÷íî ç ¹ëåìåíòiâ, ùî íàëåæàòü õî÷à á îäíié ç ìíîæèí Ak, k = 1, 2, 3, ..; ïåðå-

òèí C =
∞⋂
k=1

Ak ìíîæèí Ak - öå ìíîæèíà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ âèêëþ÷íî ç åëåìåíòiâ, ùî íàëåæàòü

êîæíié ç ìíîæèí Ak, k = 1, 2, 3, ...

1.1.2. Ëîãi÷íi ñèìâîëè.

Ó ïîäàëüøîìó ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíi ñèìâîëè ëîãiêè:

1. Iìïëiêàöiÿ(⇒) � ñèìâîë, ÿêèé ñòàâèòüñÿ ìiæ äâîìà âèñëîâëþâàííÿìè A i B, òîáòî
A⇒ B. Îçíà÷à¹, ùî iç âèñëîâëþâàííÿ A âèïëèâà¹ âèñëîâëþâàííÿ B. Íàïðèêëàä, íåõàé
A = {÷îòèðèêóòíèê ¹ êâàäðàò}, B = {óñi ñòîðîíè ÷îòèðèêóòíèêà ðiâíi ìiæ ñîáîþ}. Òîäi
A⇒ B.

2. Åêâiâàëåíòíiñòü(⇔)� ñèìâîë, ÿêèé òàêîæ ñòàâèòüñÿ ìiæ äâîìà âèñëîâëþâàííÿìè A
i B, òîáòî A ⇔ B. Îçíà÷à¹, ùî âèñëîâëþâàííÿ A i B åêâiâàëåíòíi, òîáòî iç âèñëîâ-
ëþâàííÿ A âèïëèâà¹ âèñëîâëþâàííÿ B i íàâïàêè, iç âèñëîâëþâàííÿ B âèïëèâà¹ âè-
ñëîâëþâàííÿ A. Íàïðèêëàä, íåõàé A = {óñi ñòîðîíè òðèêóòíèêà ðiâíi ìiæ ñîáîþ}, B =
{óñi êóòè òðèêóòíèêà ðiâíi ìiæ ñîáîþ}. Òîäi A⇔ B.

3. Êâàíòîð çàãàëüíîñòi (∀) � ñèìâîë, ùî ñòàâèòüñÿ çàìiñòü ñëîâà "êîæíèé". Îçíà÷à¹, ùî
âèñëîâëþâàííÿ ¹ âiðíèì äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà ìíîæèíè.

4. Êâàíòîð iñíóâàííÿ (∃) � ñèìâîë, ùî ñòàâèòüñÿ çàìiñòü ñëîâà "iñíó¹". Îçíà÷à¹, ùî
ñåðåä åëåìåíòiâ ìíîæèíè ìîæíà çíàéòè òàêèé, äëÿ ÿêîãî âèñëîâëþâàííÿ ¹ âiðíèì.

Âèêîðèñòàííÿ ëîãi÷íèõ ñèìâîëiâ äîçâîëÿ¹ ó êîìïàêòíîìó âèãëÿäi çàïèñóâàòè ðiçíîìàíiòíi ìà-
òåìàòè÷íi âèñëîâëþâàííÿ. Íàâåäåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ.
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Ïðèêëàä 1. Íåõàé A1, A2, ..., Ak, ... � íåñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí. Òîäi ïåðåòèí i
îá'¹äíàííÿ ìíîæèí öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi ìîæå áóòè çàïèñàíî ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

∞⋂
k=1

Ak = {x : ∀k x ∈ Ak},
∞⋃
k=1

Ak = {x : ∃k x ∈ Ak},

òîáòî îá'¹äíàííÿ ìíîæèí Ak (k = 1, 2, ...) � öå ñóêóïíiñòü óñiõ åëåìåíòiâ x, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
íàñòóïíié óìîâi: iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî k, òàêå ùî x íàëåæèòü ìíîæèíi Ak. Àíàëîãi÷íî ïå-
ðåòèí ìíîæèí Ak (k = 1, 2, ...) � öå ñóêóïíiñòü óñiõ åëåìåíòiâ x, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíié
óìîâi: äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k åëåìåíò x íàëåæèòü ìíîæèíi Ak.

Ïðèêëàä 2. Îçíà÷åííÿ 1.1.1 ìîæå áóòè çàïèñàíî ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi

(A ⊂ B) ⇐⇒ (∀a ∈ A a ∈ B)

Ïðèêëàä 3. Íåõàé N � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, N0 � ìíîæèíà ïàðíèõ ÷èñåë. Òîäi

N0 = {n ∈ N : ∃k ∈ N n = 2k},

òîáòî ìíîæèíà ïàðíèõ ÷èñåë ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n, ÿêi ìîæíà çîáðàçèòè ó
âèãëÿäi n = 2k, äå k � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî.

Ïðèêëàä 4.Íåõàé R � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë. ßê âiäîìî, âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi R ÷èñëîâà
ôóíêöiÿ y = f(x) íàçèâà¹òüñÿ ïåðiîäè÷íîþ, ÿêùî iñíó¹ ÷èñëî T > 0 (ïåðiîä ôóíêöi¨), òàêå ùî
äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ R âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü f(x + T ) = f(x). Òàêå îçíà÷åííÿ ìîæíà çàïèñàòè
íàñòóïíèì ÷èíîì:

∃T > 0 ∀x ∈ R f(x+ T ) = f(x).
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1.1.3. Ôóíêöi¨, âèäè ôóíêöié.

Îçíà÷åííÿ 1.1.4. Ïðèïóñòèìî, ùî X òà Y � äîâiëüíi ìíîæèíè i êîæíîìó åëåìåíòó
x ∈ X çà äåÿêèì ïðàâèëîì (çàêîíîì) ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü ¹äèíèé åëåìåíò y ∈ Y .
Òîäi ãîâîðÿòü, ùî íà ìíîæèíi X çàäàíà ôóíêöiÿ (àáî âiäîáðàæåííÿ) f çi çíà÷åííÿìè
â ìíîæèíi Y . Ôóíêöiþ f , ùî äi¹ iç ìíîæèíè X ó ìíîæèíó Y , çàïèñóþòü ó âèãëÿäi
f : X → Y .

Åëåìåíò y ∈ Y , ùî ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü åëåìåíòó x ∈ X ôóíêöi¹þ f , íàçèâà¹òüñÿ
çíà÷åííÿì ôóíêöi¨ â òî÷öi x (àáî îáðàçîì åëåìåíòà x); ïðè öüîìó ïèøåìî y = f(x). Î÷åâèäíî,
ùî ðiçíi åëåìåíòè x ∈ X ìîæóòü ìàòè òîé ñàìèé îáðàç f(x). Â ïîäàëüøîìó ôóíêöiþ f : X → Y
áóäåìî òàêîæ ïîçíà÷àòè y = f(x), x ∈ X àáî ïðîñòî f(x).

Íåõàé f : X → Y � äåÿêà ôóíêöiÿ. Òîäi ìíîæèíà X íàçèâà¹òüñÿ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ
ôóíêöi¨ f i ïîçíà÷ó¹òüñÿ Df , à ìíîæèíà Ef = {y ∈ Y : ∃x ∈ X f(x) = y} íàçèâà¹òüñÿ
ìíîæèíîþ çíà÷åíü ôóíêöi¨ f . Òàêèì ÷èíîì, åëåìåíò y ∈ Y íàëåæèòü äî Ef òîäi é òiëüêè òîäi,
êîëè âií ¹ îáðàçîì äåÿêîãî åëåìåíòà x ∈ X.

Îçíà÷åííÿ 1.1.5. Ôóíêöiÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ái¹êöi¹þ (âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íîþ
ôóíêöi¹þ), ÿêùî Ef = Y i ç íåðiâíîñòi x1 6= x2 âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü f(x1) 6= f(x2).

Ç íàäàíîãî îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ f : X → Y ¹ ái¹êöi¹þ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî y ∈ Y
iñíó¹ ¹äèíå x ∈ X , òàêå ùî f(x) = y.

Îçíà÷åííÿ 1.1.6. Íåõàé çàäàíà ái¹êöiÿ f : X → Y . Òîäi îáåðíåíîþ äî f ôóíêöi¹þ íàçè-
âà¹òüñÿ ôóíêöiÿ f−1 : Y → X, ÿêà êîæíîìó åëåìåíòó y ∈ Y ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü
(¹äèíèé) åëåìåíò x ∈ X, äëÿ ÿêîãî f(x) = y.
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Ïðàêòè÷íi çàâäàííÿ 1.1

1. Äîâåñòè íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:
à) iç A ⊂ B âèïëèâà¹, ùî A ∩B = A i A ∪B = B;
á) iç A ∩B = A âèïëèâà¹, ùî A ⊂ B;
â) iç A ∪B = B âèïëèâà¹, ùî A ⊂ B.
2. Äîâåñòè ðiâíîñòi:
A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C); A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C);
(A \B) \ C = (A \ C) \ (B \ C); (A ∪B) \ (A ∩B) = (A \B) ∪ (B \ A).
3. Äîâåñòè íàñòóïíi âêëþ÷åííÿ:
à) (A ∩ C) ∪ (B ∩D) ⊂ (A ∪B) ∩ (C ∪D); A \ C ⊂ (A \B) ∪ (B \ C).
4. ×è âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi A \B = C ðiâíiñòü A = B ∩ C?
5. ×è âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi A = B ∪ C ðiâíiñòü A \B = C?
6. Çà äîïîìîãîþ ëîãi÷íèõ ñèìâîëiâ îïèøiòü íàñòóïíi ìíîæèíè (äèâ. ïðèêëàäè ó ïiäðîçäiëi

1.1.2):
à) ìíîæèíó íåïàðíèõ ÷èñåë N1; á) ìíîæèíó C = (A1 ∩ A2) \ A3, äå A1, A2 òà A3 � äåÿêi

ìíîæèíè; â) ìíîæèíó R óñiõ ðiâíîái÷íèõ òðèêóòíèêiâ íà ïëîùèíi (òðèêóòíèê iç âåðøèíàìè
A,B,C ïîçíà÷à¹òüñÿ 4ABC).

7. ßêà ç íàñòóïíèõ ôóíêöié f : R → R, âèçíà÷åíèõ íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R iç çíà-
÷åííÿìè â R , áóäå ái¹êöi¹þ? Ïîáóäóéòå ãðàôiêè öiõ ôóíêöié. ßêùî ôóíêöiÿ f � ái¹êöiÿ, òî
çíàéäiòü îáåðíåíó äî íå¨ ôóíêöiþ.

a)f(x) = x; á) f(x) = x2; â) f(x) = x3; ã) f(x) = sin x.
8. Íåõàé f : X → Y � ôóíêöiÿ, ùî äi¹ ç ìíîæèíè X ó ìíîæèíó Y . Äëÿ ìíîæèíè A ⊂ X

ïîçíà÷èìî ÷åðåç f(A) ìíîæèíó âñiõ y ∈ Y , òàêèõ ùî ðiâíiñòü y = f(x) âèêîíó¹òüñÿ õî÷à á äëÿ
îäíîãî x ∈ A. Äëÿ ìíîæèíè B ⊂ Y ïîçíà÷èìî ÷åðåç f−1(B) ìíîæèíó âñiõ x ∈ X, äëÿ ÿêèõ
f(x) ∈ B. Ìíîæèíà f(A) íàçèâà¹òüñÿ îáðàçîì ìíîæèíè A, à ìíîæèíà f−1(B) íàçèâà¹òüñÿ
ïðîîáðàçîì ìíîæèíè B.
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à) çà äîïîìîãîþ ëîãi÷íèõ ñèìâîëiâ çàïèøiòü ìíîæèíè f(A) òà f−1(B);
á) ÷è ¹ âiðíèìè ðiâíîñòi f−1[f(A)] = A, f [f−1(B)] = B?
â) ÿêi ç íàñòóïíèõ òâåðäæåíü ¹ âiðíèìè

f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B); f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B)

f−1(A ∪B) = f−1(A) ∪ f−1(B); f−1(A ∩B) = f−1(A) ∩ f−1(B).

×è áóäóòü óñi íàïèñàíi ñïiââiäíîøåííÿ âiðíèìè, ÿêùî f � ái¹êöiÿ?
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1.2. Ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë

1.2.1. Ðàöiîíàëüíi òà iððàöiîíàëüíi ÷èñëà. Îçíà÷åííÿ ìíîæèíè äié-

ñíèõ ÷èñåë.

ßê âiäîìî, â êóðñi åëåìåíòàðíî¨ ìàòåìàòèêè ðîçãëÿäàþòüñÿ íàñòóïíi ÷èñëîâi ìíîæèíè:

1) ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N;
2) ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë Z;
3) ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë Q;
4) ìíîæèíà iððàöiîíàëüíèõ ÷èñåë J;
5) ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R.

Íàãàäà¹ìî, ùî ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë Z ñêëàäà¹òüñÿ ç íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, íóëÿ i ÷èñåë,
ïðîòèëåæíèõ íàòóðàëüíèì. Òàêèì ÷èíîì, Z = {0,±1,±2,±3, ...}. Äàëi, êîæíå ðàöiîíàëüíå
÷èñëî r ∈ Q ¹ íåñêîðîòíèì äðîáîì âèãëÿäó r = m

n
, äå m ∈ Z i n ∈ N. Âiäîìî, ùî êîæíå

ðàöiîíàëüíå ÷èñëî ìîæíà çîáðàçèòè íåñêií÷åííèì ïåðiîäè÷íèì äåñÿòêîâèì äðîáîì i, íàâïàêè,
êîæíèé íåñêií÷åííèé ïåðiîäè÷íèé äåñÿòêîâèé äðiá ¹ ðàöiîíàëüíèì ÷èñëîì.

Îçíà÷åííÿ 1.2.1. Iððàöiîíàëüíèì ÷èñëîì íàçèâà¹òüñÿ íåñêií÷åííèé íåïåðiîäè÷íèé äå-
ñÿòêîâèé äðiá. Äiéñíèì ÷èñëîì íàçèâà¹òüñÿ íåñêií÷åííèé äåñÿòêîâèé äðiá (ïåðiîäè-
÷íèé àáî íi).

Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R � öå îá'¹äíàííÿ ìíîæèí ðàöiîíàëüíèõ i iððàöiî-
íàëüíèõ ÷èñåë, òîáòî R = Q ∪ J.

Î÷åâèäíî òàêîæ, ùî
N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R.
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ßê âiäîìî, êîæíå äiéñíå ÷èñëî x çîáðàæà¹òüñÿ òî÷êîþ íà ÷èñëîâié ïðÿìié i, íàâïàêè, êîæíà
òî÷êà íà ÷èñëîâié ïðÿìié çîáðàæà¹ äåÿêå äiéñíå ÷èñëî (äèâ. ðèñ.).

Òîìó â ïîäàëüøîìó äiéñíå ÷èñëî áóäåìî íàçèâàòè òàêîæ òî÷êîþ.

1.2.2. Ìîäóëü äiéñíîãî ÷èñëà òà éîãî âëàñòèâîñòi.

Îçíà÷åííÿ 1.2.2. Ìîäóëåì äiéñíîãî ÷èñëà a íàçèâà¹òüñÿ ñàìå ÷èñëî a, ÿêùî âîíî íå-
âiä'¹ìíå, i ïðîòèëåæíå äî íüîãî, ÿêùî ÷èñëî a âiä'¹ìíå. Ìîäóëü äiéñíîãî ÷èñëà a ïî-
çíà÷à¹òüñÿ |a|.

Òàêèì ÷èíîì,

|a| =

{
a, ÿêùî a ≥ 0;

−a, ÿêùî a < 0.

Âiäçíà÷ìî íàñòóïíi âëàñòèâîñòi ìîäóëÿ:

1. Ìîäóëü äîâiëüíîãî ÷èñëà a çàäîâîëüíÿ¹ î÷åâèäíèì íåðiâíîñòÿì

|a| ≥ 0, −|a| ≤ a ≤ |a| (1.2.2.1)

2. Äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ R âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

|a+ b| ≤ |a|+ |b| (1.2.2.2)

||a| − |b|| ≤ |a− b| (1.2.2.3)

|ab| = |a||b|,
∣∣∣a
b

 =
|a|
|b|
, b 6= 0 (1.2.2.4)
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Äîâåäåìî ôîðìóëè (1.2.2.2)-(1.2.2.4). Âíàñëiäîê îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi â (1.2.2.1) ìà¹ìî

−|a| ≤ a ≤ |a|, −|b| ≤ b ≤ |b|,

çâiäêè
a+ b ≤ |a|+ |b|, −(a+ b) ≤ |a|+ |b| (1.2.2.5)

Îñêiëüêè îäíå ç ÷èñåë a+ b àáî −(a+ b) çáiãà¹òüñÿ ç |a+ b|, òî íåðiâíiñòü (1.2.2.2) âèïëèâà¹ ç
(1.2.2.5).

Äàëi, ç ôîðìóëè (1.2.2.2) ìà¹ìî

|a| = |(a− b) + b| ≤ |a− b|+ |b|, |b| = |(b− a) + a| ≤ |a− b|+ |a|,

i, îòæå,
|a| − |b| ≤ |a− b|, −(|a| − |b|) ≤ |a− b| (1.2.2.6)

Îñêiëüêè îäíî ç ÷èñåë |a| − |b| àáî −(|a| − |b|) çáiãà¹òüñÿ ç ||a| − |b||, òî ôîðìóëà (1.2.2.3) ¹
íàñëiäêîì (1.2.2.6).

Íàðåøòi, ôîðìóëà (1.2.2.4) âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ ìîäóëÿ i ïðàâèëà çíàêiâ äëÿ ìíîæåííÿ
òà äiëåííÿ.

Çàóâàæåííÿ 1.2.3. Âëàñòèâîñòi 3) i 4) ñïðàâåäëèâi äëÿ ëþáîãî ñêií÷åííîãî ÷èñëà äîäàíêiâ
òà ñïiâìíîæíèêiâ, òîáòî:

|a1 + a2 + . . .+ an| ≤ |a1|+ |a2|+ . . .+ |an|

|a1a2 . . . an| ≤ |a1||a2| . . . |an|
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1.2.3. Ïðîìiæêè òà îêîëè.

ßê âiäîìî, iñíóþòü íàñòóïíi ðiçíîâèäè ïðîìiæêiâ:

1. iíòåðâàë (a, b) = {x ∈ R : a < x < b}

2. âiäðiçîê [a, b] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b}

3. ïiâiíòåðâàëè [a, b) = {x ∈ R : a ≤ x < b} òà (a, b] = {x ∈ R : a < x ≤ b}

Â öèõ íåðiâíîñòÿõ a òà b (a < b) � äåÿêi ÷èñëà (êiíöi ïðîìiæêó).
Êðiì òîãî, ðîçãëÿäàþòüñÿ íåñêií÷åííi ïðîìiæêè (ïðîìiæêè iç íåñêií÷åííèìè êiíöÿìè)

(a,∞) = {x ∈ R : a < x}, (−∞, b) = {x ∈ R : x < b}.
Íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç 〈a, b〉 áóäü ÿêèé iç çàçíà÷åíèõ âèùå ïðîìiæêiâ iç ñêií÷åííèìè

àáî íåñêií÷åííèìè êiíöÿìè (öå îçíà÷à¹, ùî ó âèïàäêó ñêií÷åííîãî êiíöÿ a àáî b öåé êiíåöü
ìîæå ÿê íàëåæàòè, òàê i íå íàëåæàòè äî 〈a, b〉).

Îçíà÷åííÿ 1.2.4. Íåõàé a ∈ R i ε > 0 � äåÿêå ÷èñëî. Òîäi ε- îêîëîì òî÷êè a íàçèâà¹-
òüñÿ iíòåðâàë U(a, ε) = (a− ε, a+ ε).

Ïðîêîëîòèì ε- îêîëîì òî÷êè a íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà
◦
U(a, ε) = U(a, ε) \ {a}.

Òàêèì ÷èíîì, ïðîêîëîòèé ε-îêië òî÷êè a � öå ε-îêië òî÷êè a, ç ÿêîãî âèäàëèëè ñàìó òî÷êó
a.

1.2.4. Îáìåæåíi ìíîæèíè. Âåðõíÿ òà íèæíÿ ìåæà.

Íåõàé A � äåÿêà ÷èñëîâà ìíîæèíà (òîáòî ìíîæèíà, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ äiéñíi ÷èñëà).
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Îçíà÷åííÿ 1.2.5. Ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ çâåðõó, ÿêùî iñíó¹ äiéñíå ÷è-
ñëî L òàêå, ùî x ≤ L äëÿ êîæíîãî x ∈ A.

Îçíà÷åííÿ 1.2.6. Ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ çíèçó, êîëè iñíó¹ äiéñíå ÷èñëî
l òàêå, ùî x ≥ l äëÿ êîæíîãî x ∈ A.

Î÷åâèäíî, ó îáìåæåíî¨ çâåðõó (çíèçó) ìíîæèíè A iñíó¹ íåñêií÷åííî áàãàòî ÷èñåë, ùî îáìå-
æóþòü ¨¨ çâåðõó (çíèçó).

Îçíà÷åííÿ 1.2.7. Ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ , ÿêùî âîíà îáìåæåíà ÿê çâåð-
õó òàê i çíèçó, òîáòî iñíóþòü äiéñíi ÷èñëà L è l òàêi, ùî l ≤ x ≤ L äëÿ êîæíîãî x ∈ A.

Ïðèêëàäîì îáìåæåíî¨ ìíîæèíè ìîæå áóòè áóäü-ÿêèé ñêií÷åíèé ïðîìiæîê â R (íàïðèêëàä,
âiäðiçîê [a, b]). Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ìîäóëÿ, ìîæíà ëåãêî äîâåñòè, ùî ïîïåðåäí¹ âè-
çíà÷åííÿ îáìåæåíî¨ ìíîæèíè ðiâíîñèëüíå íàñòóïíîìó.

Îçíà÷åííÿ 1.2.8. Ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ, ÿêùî iñíó¹ äiéñíå ÷èñëî c > 0
òàêå, ùî x ≤ c äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ A.

Îñêiëüêè ó îáìåæåíî¨ çâåðõó(çíèçó) ìíîæèíè iñíó¹ íåñêií÷åííî áàãàòî ÷èñåë, ùî ¨¨ îáìå-
æóþòü çâåðõó(çíèçó), òî âèíèêàþòü íàñòóïíi äâà îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.2.9. Íàéìåíøå ç óñiõ ÷èñåë, ùî îáìåæóþòü çâåðõó ìíîæèíó A, íàçèâà-
¹òüñÿ òî÷íîþ âåðõíüîþ ìåæåþ ìíîæèíè A i ïîçíà÷à¹òüñÿ sup A(÷èòà¹òüñÿ 'ñóïðå-
ìóì').

Íàïðèêëàä, êîëè A = (−∞; 5], òî supA = 5.
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Îçíà÷åííÿ 1.2.10. Íàéáiëüøå ç óñiõ ÷èñåë, ùî îáìåæóþòü çíèçó ìíîæèíó A, íàçè-
âà¹òüñÿ òî÷íîþ íèæíüîþ ìåæåþ ìíîæèíè A i ïîçíà÷à¹òüñÿ inf A(÷èòà¹òüñÿ 'iíôi-
ìóì').

Íàïðèêëàä, ÿêùî A = {+1,+1
2
,+1

3
, . . . ,+ 1

n
, . . .}, òî inf A = 0.

Iç íàâåäåíèõ ïðèêëàäiâ ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî òî÷íà ìåæà ìîæóòü ÿê íàëåæàòè ìíîæèíi
A, òàê i íå íàëåæàòè ¨é.

Ïðîàíàëiçó¹ìî áiëüø äåòàëüíî îçíà÷åííÿ 1.2.9. Íåõàé β = supA. Òîäi: 1) ÷èñëî β îáìåæó¹
çâåðõó ìíîæèíó A, òîáòî íåðiâíiñòü x ≤ β âèêîíóþòüñÿ äëÿ êîæíîãî x ∈ A; 2) äëÿ äîâiëüíîãî
ε > 0 ÷èñëî β−ε âæå íå îáìåæó¹ ìíîæèíó A, i òîìó çíàéäåòüñÿ òî÷êà x ∈ A, òàêà ùî x > β−ε.

Òàêèì ÷èíîì, îçíà÷åííÿ 1.2.9 ðiâíîñèëüíå íàñòóïíîìó îçíà÷åííþ.

Îçíà÷åííÿ 1.2.11. ×èñëî β íàçèâà¹òüñÿ òî÷íîþ âåðõíüîþ ìåæåþ ìíîæèíè A, ÿêùî:
1) ∀x ∈ A x ≤ β
2) ∀ε > 0 ∃x ∈ A : x > β − ε

Àíàëîãi÷íî îçíà÷åííÿ 1.2.10 ðiâíîñèëüíå íàñòóïíîìó îçíà÷åííþ.

Îçíà÷åííÿ 1.2.12. ×èñëî α íàçèâà¹òüñÿ òî÷íîþ íèæíüîþ ìåæåþ ìíîæèíè A, ÿêùî:
1) ∀x ∈ A x ≥ α
2) ∀ε > 0 ∃x ∈ A : x < β + ε

Òåîðåìà 1.2.1 (Ïðî iñíóâàííÿ òî÷íèõ ìåæ). Áóäü-ÿêà îáìåæåíà çâåðõó(çíèçó) ÷èñëîâà
ìíîæèíà A ìà¹ òî÷íó âåðõíþ(íèæíþ) ìåæó.
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Ïðàêòè÷íi çàâäàííÿ 1.2

1. Ðîçâ'ÿçàòè íåðiâíîñòi:
à) x+1 ≤ 0, 01; á) x-2 ≥ 10; â) x ≥ x+1;
2.×è áóäóòü íàñòóïíi ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë: à) îáìåæåíèìè çíèçó; á) îáìåæåíèìè çâåðõó;

â) îáìåæåíèìè?
A = [1; 3]; B = (2; +∞); C = (−∞; 1]; D = [1; 2)

⋃
[4; 8]; E =

⋃∞
k=1[2k; 2k + 1]

3. Äëÿ íàâåäåíèõ ìíîæèí çíàéòè òî÷íó âåðõíþ òà òî÷íó íèæíþ ìåæi

A = (0; 5); B = [1; 2)
⋃

[3; 8); C =

{
1

n
: n ∈ N

}
4. Íåõàé X òà Y � äâi ÷èñëîâi ìíîæèíè òàêi, ùî ∀x ∈ X ∀y ∈ Y (x ≤ y). Äîâåñòè, ùî

supX ≤ inf Y .
5. Íåõàé X� ÷èñëîâà ìíîæèíà i Y � ìíîæèíà óñiõ ÷èñåë, ïðîòèëåæíèõ äî X, òîáòî

Y = {−x : x ∈ X}. Äîâåñòè, ùî inf Y = − supX, supY = − inf X.
6. Íåõàé X òà Y � ÷èñëîâi ìíîæèíè, Z = {x + y : x ∈ X, y ∈ Y } � ìíîæèíà óñiõ ñóì

âèãëÿäó x+ y, äå x ∈ X, y ∈ Y . Äîâåñòè, ùî inf Z = inf X + inf Y , supZ = supX + supY .
7. Íåõàé X òà Y � ÷èñëîâi ìíîæèíè òàêi, ùî ∀x ∈ X (x ≥ 0), ∀y ∈ Y (y ≥ 0). Ðîç-

ãëÿíåìî ìíîæèíó Z óñiõ äîáóòêiâ xy, äå x ∈ X, y ∈ Y . Äîâåñòè, ùî inf Z = inf X inf Y ,
supZ = supX supY .

8. Íåõàé ÷èñëîâà ìíîæèíà X ìà¹ íàéáiëüøèé åëåìåíò a, òîáòî ÷èñëî a íàëåæèòü ìíîæèíi
X i ¹ íàéáiëüøèì ñåðåä óñiõ ÷èñåë x ∈ X. Äîâåñòè, ùî a = supX. Äîâåñòè, ùî äëÿ íàéìåíøîãî
åëåìåíòà b ìíîæèíè X (ÿêùî âií ¹) ¹ âiðíîþ ðiâíiñòü b = inf X.
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1.3. Ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi

1.3.1. Îçíà÷åííÿ ÷èñëîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi òà ¨¨ ãðàíèöi.

Îçíà÷åííÿ 1.3.1. ×èñëîâîþ ïîñëiäîâíiñòþ íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ f : N → R, ÿêà âiä-
îáðàæó¹ ìíîæèíó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N ó ìíîæèíó äiéñíèõ ÷èñåë R.

Ïîçíà÷à¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü {xn}∞1 , äå ÷èñëî xn = f(n) íàçèâà¹òüñÿ çàãàëüíèì ÷ëåíîì ïî-
ñëiäîâíîñòi. Íàïðèêëàä, { 1

n
}∞1 � öå íåñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë

1, 1
2
, 1

3
, ..., 1

n
, ....

Îçíà÷åííÿ 1.3.2. ×èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü {xn}∞1 íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ çâåðõó (çíè-
çó), ÿêùî ìíîæèíà çíà÷åíü âiäïîâiäíî¨ ôóíêöi¨ f : N→ R îáìåæåíà çâåðõó (âiäïîâiäíî,
çíèçó). Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ ÷èñëî C, òàêå ùî äëÿ êîæíîãî n ∈ N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-
íiñòü xn ≤ C (âiäïîâiäíî xn ≥ C).
×èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü {xn}∞1 íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ, ÿêùî âîíà îáìåæåíà çâåðõó òà
çíèçó. Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ ÷èñëî C, òàêå ùî äëÿ êîæíîãî n ∈ N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-
íiñòü |xn| ≤ C

Îçíà÷åííÿ 1.3.3. ×èñëî a íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi {xn}∞1 , ÿêùî äëÿ äî-
âiëüíîãî äîäàòíîãî ÷èñëà ε ìîæíà ïiäiáðàòè íàòóðàëüíå ÷èñëî N = Nε òàêå, ùî ïðè
âñiõ n ≥ N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |xn − a| < ε . Ïðè öüîìó ïèøóòü a = lim

n→∞
xn, àáî

xn
n→∞−→ a, àáî ïðîñòî xn → a.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ëîãi÷íi ñèìâîëè, íàäàíå îçíà÷åííÿ ìîæíà çàïèñàòè òàê:

a = lim
n→∞

xn ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃N = Nε ∀n ≥ Nε |xn − a| < ε

Îñêiëüêè íåðiâíiñòü |xn − a| < ε ðiâíîñèëüíà íåðiâíîñòi a − ε < xn < a + ε, òî îçíà÷åííÿ
ãðàíèöi ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàê:

xn → a, ÿêùî ∀ε > 0 ∃N = Nε ∀n ≥ N xn ∈ U(a; ε))

Âiäçíà÷èìî, ùî â ïîïåðåäíiõ ôîðìóëàõ çàïèñ N = Nε îçíà÷à¹, ùî âèáið ÷èñëà N çàëåæèòü
âiä âèáîðó ÷èñëà ε.

Îçíà÷åííÿ 1.3.4. ßêùî xn → a, òî ãîâîðÿòü, ùî ïîñëiäîâíiñòü {xn}∞1 çáiãà¹òüñÿ äî
÷èñëà a.

Ïðèêëàä. Äîâåäåìî, ùî lim
n→∞

1
n

= 0. Âiçüìåìî äîâiëüíå ε > 0 i ðîçãëÿíåìî íåðiâíiñòü

| 1
n
− 0| = 1

n
< ε. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Nε äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

Nε >
1
ε
. Òîäi äëÿ âñiõ n ≥ Nε áóäåìî ìàòè n > 1

ε
, òîáòî 1

n
< ε. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ëþáîãî ε > 0

¹ çíàéäåíèì íàòóðàëüíå ÷èñëî Nε òàêå, ùî ïðè âñiõ n ≥ Nε âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü 1
n
< ε, àáî

| 1
n
− 0| < ε. Çà âèçíà÷åííÿì ãðàíèöi ìà¹ìî, ùî 1

n
→ 0.

1.3.2. Íåñêií÷åííî ìàëi òà íåñêií÷åííî âåëèêi ïîñëiäîâíîñòi

Îçíà÷åííÿ 1.3.5. Ïîñëiäîâíiñòü {xn}∞1 íàçèâà¹òüñÿ íåñêií÷åííî ìàëîþ ïîñëiäîâíiñòþ
(ÍÌÏ), ÿêùî xn → 0.
Âíàñëiäîê îçíà÷åííÿ 1.3.3 ïîñëiäîâíiñòü {xn}∞1 ¹ íåñêií÷åííî ìàëîþ òîäi é òiëüêè òîäi,
êîëè äëÿ êîæíîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ N = Nε òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíîãî n ≥ N âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü |xn| < ε.
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Îçíà÷åííÿ 1.3.6. Ïîñëiäîâíiñòü {xn}∞1 íàçèâà¹òüñÿ íåñêií÷åííî âåëèêîþ ïîñëiäîâíi-
ñòþ (ÍÂÏ), ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà M ìîæíà çíàéòè N = NM òàêå, ùî äëÿ âñiõ
n ≥ N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |xn| > M .
Ó öüîìó âèïàäêó ïèøåìî lim

n→∞
xn =∞, àáî xn →∞.

Îêðiì òîãî, äëÿ ÍÂÏ {xn}∞1 ïèøåìî xn → +∞ (xn → −∞), ÿêùî xn > 0 (âiäïîâiäíî
xn < 0) äëÿ âñiõ n, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî N ∈ N.

Ó íàñòóïíié òåîðåìi âñòàíîâëþ¹òüñÿ çâ'ÿçîê ìiæ ÍÌÏ i ÍÂÏ.

Òåîðåìà 1.3.1. Ïîñëiäîâíiñòü {xn}∞1 ¹ ÍÂÏ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïîñëiäîâíiñòü { 1
xn
}∞1

¹ ÍÌÏ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé xn → ∞. Òîäi çà îçíà÷åííÿì ÍÂÏ äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ N = Nε

òàêå, ùî äëÿ êîæíîãî n ≥ Nε âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |xn| > 1
ε
. Òîäi äëÿ âñiõ n ≥ Nε ìà¹ìî

| 1
xn
| = 1

|xn| < ε. Öå çíà÷èòü, ùî 1
xn
→ 0. Çâîðîòíå äîâîäèòüñÿ çà àíàëîãi¹þ.

Òåîðåìà 1.3.2. Íåõàé {xn}∞1 � ïîñëiäîâíiñòü i a � äåÿêå ÷èñëî. Òîäi äëÿ òîãî, ùîá
xn → a, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá iñíóâàëà ÍÌÏ {αn}∞1 òàêà, ùî xn = a+αn, n = 1, 2, . . .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé xn → a i αn = xn − a. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ N = Nε òàêå,
ùî äëÿ êîæíîãî n ≥ N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |αn| = |xn − a| < ε, òîáòî αn → 0. Òàêèì
÷èíîì, ïîñëiäîâíiñòü {xn}∞1 ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi xn = a+ αn, äå αn → 0. Çâîðîòí¹
äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.
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Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Òåîðåìà 1.3.3 (Âëàñòèâîñòi ÍÌÏ). Íåõàé {xn}∞1 i {yn}∞1 � äâi ïîñëiäîâíîñòi. Òîäi:

1. ßêùî xn → 0 i yn → 0, òî xn + yn → 0, òîáòî ñóìà äâîõ ÍÌÏ ¹ ÍÌÏ.

2. ßêùî xn → 0 i {yn}∞1 � îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü, òî xnyn → 0.

Äîâåäåííÿ. (1) Âiçüìåìî äîâiëüíå ε > 0. Òîäi iñíó¹ N ′ òàêå, ùî ïðè âñiõ n ≥ N ′ âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü |xn| < ε

2
. Îêðiì òîãî, iñíó¹ N ′′ òàêå, ùî ïðè âñiõ n ≥ N ′′ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|yn| < ε
2
. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç N íàéáiëüøå ç ÷èñåë N ′ i N ′′, òîáòî N = max{N ′, N ′′}. Òîäi äëÿ

êîæíîãî n ≥ N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|xn + yn| ≤ |xn|+ |yn| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Öå îçíà÷à¹, ùî (xn + yn)→ 0.
(2) Ìà¹ìî |yn| < C (n ∈ N), äå C > 0 � äåÿêå ÷èñëî (êîíñòàíòà). Âiçüìåìî äîâiëüíå ε > 0.
Îñêiëüêè xn → 0, òî çíàéäåòüñÿ N òàêå, ùî ïðè âñiõ n ≥ N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |xn| < ε

C
.

Òîäi äëÿ êîæíîãî n ≥ N áóäåìî ìàòè

|xnyn| = |xn||yn| <
ε

C
C = ε.

Öå îçíà÷à¹, ùî xnyn → 0.

1.3.3. Âëàñòèâîñòi ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi.

1. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü ìà¹ ãðàíèöþ, òî âîíà (ãðàíèöÿ) ¹äèíà.
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Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

-r r
a b

U(a; ε) U(b; ε)

Äîâåäåííÿ. (äèâèñü ìàëþíîê âèùå). Íåõàé xn → a, xn → b i a 6= b. Âèáåðåìî ε > 0
íàñòiëüêè ìàëèì, ùîá îêîëè (a; ε) i (b; ε) íå ïåðåòèíàëèñÿ (äëÿ öüîãî äîñòàòíüî âçÿòè
ε = a+b

2
). Çà âèçíà÷åííÿì ãðàíèöi çíàéäåòüñÿ íîìåð N ′ òàêèé, ùî xn ∈ U(a, ε) ïðè

âñiõ N ≥ N ′. Àíàëîãi÷íî, çíàéäåòüñÿ N ′′ òàêå, ùî xn ∈ U(b; ε) ïðè âñiõ n ≥ N ′′.
Âèáåðåìî n0 òàê, ùîá âèêîíóâàëèñÿ íåðiâíîñòi n0 ≥ N ′ i n0 ≥ N ′′. Òîäi îòðèìà¹ìî
xn ∈ U(a, ε)

⋂
U(b, ε), ùî íåìîæëèâî, îñêiëüêè îêîëè íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Îòðèìàíà

ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü, ùî a = b.

2. ßêùî {xn}∞1 � äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü, óñi ÷ëåíè ÿêî¨ ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ C (òîáòî xn =
C, n ∈ N), òî xn → C.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî ε > 0 i äîâiëüíîãî iíäåêñó n âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü x_{n}-C =
0 < ε. Òîìó áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi ìà¹ìî xn → C.

3. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü {xn}∞1 ìà¹ ãðàíèöþ, òî âîíà (ïîñëiäîâíiñòü) îáìåæåíà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé xn → a. Òîäi çà îçíà÷åííÿì ãðàíèöi çíàéäåòüñÿ N ∈ N òàêå, ùî äëÿ
êîæíîãî n ≥ N áóäå âèêîíóâàòèñÿ íåðiâíiñòü x_{n}-a < 1 (òóò ìè â ÿêîñòi ε âçÿëè
ε = 1). Òàêèì ÷èíîì äëÿ êîæíîãî n ≥ N ìà¹ìî

x_{n} = (x_{n}-a)+a ≤ x_{n}-a + a < 1 + a (1.3.3.1)

Ïîçíà÷èìî òåïåð ÷åðåç C íàéáiëüøå ç ÷èñåë x_{1}, x_{2}, . . . , x_{N-1}, 1 + a. Òîäi ç
(1.3.3.1) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü x_{n} ≤ C, n ∈ N.

4. ßêùî xn ≤ b, n ∈ N, äå b � äåÿêå ÷èñëî i xn → a, òî a ≤ b.
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Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî íàâïàêè a > b (äèâèñü ìàëþíîê).

-r r rr rxn b a

a− ε a+ ε

Âèáåðåìî ε > 0 òàê ùîá âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü b ≤ a−ε. Òîäi çà âèçíà÷åííÿì ãðàíèöi
óñi ÷ëåíè ïîñëiäîâíîñòi {xn}∞1 , ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðó, ëåæàòü â ε-îêîëi U(a; ε) i
òîìó çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi xn > a−ε ≥ b, ÿêà ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ xn ≤ b.

5. Íåõàé xn → a i a < b. Òîäi iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå N , ùî xn < b ïðè âñiõ n ≥ N .

Äîâåäåííÿ. (äèâèñü ìàëþíîê).

-r rr r��������������������������������
a− ε a a+ ε b

Íåõàé ε > 0 òàêå, ùî a + ε < b. Òîäi äëÿ ëþáîãî N , ïî÷èíàþ÷è ñ äåÿêîãî n ≥ N ,
ñïðàâåäëèâèì ¹ âêëþ÷åííÿ xn ∈ U(a; ε). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî xn < b ïðè âñiõ n ≥ N .

6. Íåõàé {xn}∞1 , {yn}∞1 , {zn}∞1 � òðè ïîñëiäîâíîñòi òàêi, ùî

xn ≤ yn ≤ zn, n ∈ N (1.3.3.2)

é lim
n→∞

xn = lim
n→∞

zn = A. Òîäi lim
n→∞

yn = A.

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî äîâiëüíèé ε-îêië U(A, ε). Òîäi çíàéäóòüñÿ íàòóðàëüíi N ′ òà N ′′,
òàêi ùî

xn ∈ U(A, ε), n ≥ N ′; zn ∈ U(A, ε), n ≥ N ′.

Íåõàé N � íàéáiëüøå ç ÷èñåë N ′, N ′′ . Òîäi xn ∈ U(A, ε), zn ∈ U(A, ε) äëÿ âñiõ n ≥ N
é, îòæå, [xn, zn] ⊂ U(A, ε). Çâiäñè é ç (1.3.3.2) âèïëèâà¹ âêëþ÷åííÿ yn ∈ U(A, ε), n ≥ N ,
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òîáòî yn → A.

7. ßêùî xn → a, yn → b, òî (xn + yn)→ a+ b, xnyn → ab. Êðiì òîãî, ÿêùî b 6= 0, òî xn
yn
→ a

b
.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî iç òåîðåìîþ 1.3.2 ìà¹ìî xn = a+αn i yn = b+βn, äå αn → 0 i βn → 0.
Òîäi

xn + yn = (a+ b) + (αn + βn),

äå (αn + βn)→ 0 (äèâèñü òåîðåìó 1.3.3). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî (xn + yn)→ (a+ b).
Òåïåð ðîçãëÿíåìî äîáóòîê xnyn. Ìà¹ìî

xnyn = (a+ αn)(b+ βn) = ab+ bαn + aβn + αnβn = ab+ γn,

äå γn = bαn + aβn + αnβn. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 1.3.3 γn → 0 i, îòæå, xnyn → ab.
Äëÿ ÷àñòêè xn

yn
� áåç äîâåäåííÿ.

Ñòîðiíêà 28 iç 160 c©Ìîãiëåâñüêèé Â.É., Ïîäîøâåëåâ Þ.Ã., 2018

http://pnpu.edu.ua/ua/


Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 29 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Ïðàêòè÷íi çàâäàííÿ 1.3

1.Íåõàé xn =
n

n+ 1
, (n = 1, 2, . . .). Âèêîðèñòîâóþ÷è áåçïîñåðåäíüî îçíà÷åííÿ ãðàíèöi ïîñëi-

äîâíîñòi, äîâåñòè, ùî limn→∞ xn = 1.
2. Âèêîðèñòîâóþ÷è áåçïîñåðåäíüî îçíà÷åííÿ íåñêií÷åííî âåëèêî¨ ïîñëiäîâíîñòi, äîâåñòè

ðiâíiñòü limn→∞(−1)nn =∞.
3. ×è áóäå áóäü-ÿêà íåîáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü íåñêií÷åííî âåëèêîþ? Íàâåñòè ïðèêëàä.
4. Çíàéòè ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòåé:

4.1) limn→∞
n+ 1

n
4.2) limn→∞

5n2 − 2n+ 3

6n2 − 1
4.3) limn→∞

(n+ 1)2

2n2

4.4) limn→∞
n3 − 2n2 + 1

5n2 − 3n
4.5) limn→∞(

√
n+ 1−

√
n) 4.6) limn→∞

3
√
n3 + n2 − 3

n+ 1

4.7) limn→∞
(
√
n2 + 1 + n)2

3
√
n6 + 1

4.8) limn→∞

4
√
n5 + 2− 3

√
n2 + 3

√
n+
√
n3 + 1

4.9) limn→∞
2n − 3

5 · 2n − 1
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Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

1.4. Ôóíêöi¨ òà ¨õ ãðàíèöi

1.4.1. Îçíà÷åííÿ ÷èñëîâî¨ ôóíêöi¨. Îáìåæåíi ôóíêöi¨.

Îçíà÷åííÿ 1.4.1. ×èñëîâîþ ôóíêöi¹þ íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ f : X → R, âè-
çíà÷åíà íà äåÿêié (âçàãàëi êàæó÷è, äîâiëüíié) ìíîæèíi X, ùî íàáóâà¹ äiéñíèõ çíà÷åíü,
òîáòî çíà÷åíü â ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R.

Îçíà÷åííÿ 1.4.2. Ñóìîþ äâîõ ÷èñëîâèõ ôóíêöié f : X → R i g : X → R íàçèâà¹òüñÿ
ôóíêöiÿ (f + g) : X → R, âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ

(f + g)x = f(x) + g(x), x ∈ X.

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì âèçíà÷àþòüñÿ ðiçíèöÿ (f − g), äîáóòîê (fg) i ÷àñòêà
(
f
g

)
äâóõ ôóíêöié

f i g; ïðè öüîìó äëÿ ÷àñòêè ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî g(x) 6= 0, x ∈ X.

Îçíà÷åííÿ 1.4.3. ×èñëîâà ôóíêöiÿ f : X → R íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ çâåðõó, îáìå-
æåíîþ çíèçó àáî (ïðîñòî) îáìåæåíîþ, ÿêùî ìíîæèíà ¨¨ çíà÷åíü Ef âiäïîâiäíî îáìå-
æåíà çâåðõó, çíèçó àáî ïðîñòî îáìåæåíà.

Ç öüîãî îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî:
1)ôóíêöiÿ f îáìåæåíà çâåðõó (çíèçó), ÿêùî iñíó¹ ÷èñëî L ∈ R òàêå, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî

x ∈ X âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü f(x) ≤ L (âiäïîâiäíî, f(x) ≥ L);
2)ôóíêöiÿ f îáìåæåíà, ÿêùî iñíó¹ ÷èñëî L > 0 òàêå, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ X âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü f(x) ≤ L.
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Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Îçíà÷åííÿ 1.4.4. Òî÷íîþ âåðõíüîþ (íèæíüîþ) ìåæåþ ôóíêöi¨ f : X → R íàçèâà¹-
òüñÿ òî÷íà âåðõíÿ (íèæíÿ) ìåæà ìíîæèíè ¨¨ çíà÷åíü Ef .
Ïîçíà÷åííÿ: sup

x∈X
f(x) � âåðõíÿ ìåæà, inf

x∈X
f(x) � íèæíÿ ìåæà ôóíêöi¨ f .

Òàêèì ÷èíîì, ðiâíiñòü a = sup
x∈X

f(x) ðiâíîñèëüíà âèêîíàííþ íàñòóïíèõ äâîõ óìîâ:

1. f(x) ≤ a äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ A;

2. äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ x ∈ X òàêå, ùî f(x) > a− ε.

Àíàëîãi÷íî ðiâíiñòü b = inf
x∈X

f(x) ðiâíîñèëüíà âèêîíàííþ íàñòóïíèõ äâîõ óìîâ:

1. f(x) ≥ b äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ X;

2. äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ x ∈ X òàêå, ùî f(x) < b+ ε.

1.4.2. Ñïîñîáè çàâäàííÿ ôóíêöié.

Óñþäè â ïîäàëüøîìó ðîçãëÿäàòèìóòüñÿ ëèøå ÷èñëîâi ôóíêöi¨ äiéñíî¨ çìiííî¨, òîáòî ôóíêöi¨
âèãëÿäó f : X → R, äå X ⊂ R ¹ äåÿêà ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë. Òàêi ôóíêöi¨ ìîæóòü çàäàâàòèñÿ
îäíèì ç íàñòóïíèõ ñïîñîáiâ:

1. Àíàëiòè÷íèé ñïîñiá. Ôóíêöiÿ f âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ àíàëiòè÷íî¨ ôîðìóëè y =
f(x). Íàïðèêëàä, y =

√
x− 6, y = sinx

x2−x+1
. Ïðè öüîìó, ÿêùî íå ñêàçàíî ñóïðîòèâíå, îáëà-

ñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ áóäå ìíîæèíà óñiõ ÷èñåë x, äëÿ ÿêèõ ôîðìóëà ìà¹ ñåíñ.

Íàïðèêëàä, êîëè y =
√
x− 6, òî îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ áóäå ìíîæèíà óñiõ ÷èñåë x, äëÿ

ÿêèõ x− 6 ≥ 0 àáî x ≥ 6, òîáòî Df = [6; +∞).
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2. Ãðàôi÷íèé ñïîñiá. Ôóíêöiÿ çàäà¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ñâîãî ãðàôiêà. Íàãàäà¹ìî, ùî ãðà-
ôiêîì ôóíêöi¨ f : X → R íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà òî÷îê M íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ç
êîîðäèíàòàìè (x, f(x)), x ∈ X. Ãðàôiê ôóíêöi¨ óÿâëÿ¹ ñîáîþ äåÿêó êðèâó L (äèâ. ðèñ.).

-

6

r

r r
r

r

x

M

y

x

f(x)Ef

︸ ︷︷ ︸
X = Df

L

0



3. Ñëîâåñíèé. Ôóíêöiÿ çàäà¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ äåÿêîãî ðå÷åííÿ. Íàïðèêëàä, ôóíêöiÿ E �
"àíò'¹"(öiëà ÷àñòèíà) çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèì ðå÷åííÿì: öiëà ÷àñòèíà E(x) ëþáîãî äiéñíîãî
÷èñëà x � öå íàéáiëüøå öiëå ÷èñëî, ÿêå íå ïåðåâèùó¹ x. Òîäi ìà¹ìî: E(0) = 0, E(2, 5) = 2,
E(−π) = −4.

4. Òàáëè÷íèé. Öåé ñïîñiá âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïåðåâàæíî äëÿ ôóíêöié, îáëàñòü âèçíà÷åííÿ
ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ çi ñêií÷åíîãî ÷èñëà òî÷îê, i ïîëÿãà¹ â íàâåäåííi òàáëèöi íàñòóïíîãî
âèãëÿäó:

. . .

. . .
x
y
x1 x2 xn
y1 y2 yn

Çãiäíî ç öi¹þ òàáëèöåþ çíà÷åííþ àðãóìåíòó xi ∈ X âiäïîâiäà¹ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ yi.
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1.4.3. Ãðàíèöÿ ôóíêöi¨ â òî÷öi.

Îçíà÷åííÿ 1.4.5 (ãðàíèöÿ ôóíêöi¨ çà Ãåéíå). Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) âèçíà÷åíà ó

äåÿêîìó ïðîêîëîòîìó îêîëi
◦
U(x0) òî÷êè x0. ×èñëî A íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ôóíêöi¨ f(x)

ïðè x → x0, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ÷èñëîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi {xn}∞1 , òàêî¨, ùî xn ∈
◦
U(x0) é

xn → x0, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
lim
n→∞

f(xn) = A

.

Îçíà÷åííÿ 1.4.6. (ãðàíèöÿ ôóíêöi¨ çà Êîøi). Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) âèçíà÷åíà ó

äåÿêîìó ïðîêîëîòîìó îêîëi
◦
U(x0) òî÷êè x0. ×èñëî A íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ôóíêöi¨

f(x) ïðè x → x0, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó u(A; ε) òî÷êè A çíàéäåòüñÿ ïðîêîëîòèé

îêîë u◦(x0; δ) òî÷êè x0, òàêèé, ùî u
◦(x0; δ) ⊂

◦
U(x0) i ïðè âñiõ x ∈

◦
U(x0; δ) âèêîíó¹òüñÿ

âêëþ÷åííÿ f(x) ∈ u(A; ε).

Çàçíà÷èìî, ùî âèðàç x ∈
◦
U(x0; δ) ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ïîäâiéíó íåðiâíiñòü 0 < x-x_0 < δ,

à âèðàç f(x) ∈ U(A; ε) ÿê íåðiâíiñòü f(x)-A < ε. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïîïåðåäí¹ îçíà÷åííÿ
ìîæíà ñôîðìóëþâàòè ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi :

Îçíà÷åííÿ 1.4.7. ×èñëî A íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ (çà Êîøi) ôóíêöi¨ y = f(x) ïðè
x → x0 , ÿêùî äëÿ êîæíîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ ÷èñëî δ = δε òàêå, ùî ïðè âñiõ x, ùî
çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi 0 < x-x_0 < δ, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü f(x)-A < ε.

Òóò çàïèñ δ = δε îçíà÷à¹, ùî âèáið ÷èñëà δ çàëåæèòü âiä âèáîðó ÷èñëà ε.
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Òåîðåìà 1.4.1. ×èñëî A ¹ ãðàíèöåþ ôóíêöi¨ çà Êîøi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî ¹
ãðàíèöåþ öi¹¨ ôóíêöi¨ çà Ãåéíå (òîáòî îçíà÷åííÿ ãðàíèöi ôóíêöi¨ çà Ãåéíå òà çà Êîøi
åêâiâàëåíòíi).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A � ãðàíèöÿ çà Êîøi. Äîâåäåìî, ùî ÷èñëî A ¹ òàêîæ ãðàíèöåþ çà Ãåéíå.

Äëÿ öüîãî âiçüìåìî äîâiëüíó ïîñëiäîâíiñòü {xn}∞1 , òàêó, ùî xn ∈
◦
U(x0) é xn → x0. Ïîçíà÷èìî

yn = f(xn), n ∈ N é äîâåäåìî, ùî yn → A. Âiçüìåìî äåÿêèé îêië U(A; ε). Òîäi çãiäíî ç

îçíà÷åííÿì ãðàíèöi çà Êîøi çíàéäåòüñÿ ïðîêîëîòèé îêië
◦
U(x0, δ) òàêèé, ùî

f(x) ∈ U(A; ε), x ∈
◦
U(x0, δ). (1.4.3.1)

Îñêiëüêè xn → x0, òî çíàéäåòüñÿ íàòóðàëüíå N òàêå, ùî xn ∈
◦
U(x0, δ) äëÿ âñiõ n ≥ N .

Çâiäñè é ç (1.4.3.1) âèïëèâà¹, ùî yn = f(xn) ∈ u(A; ε) ïðè âñiõ n ≥ N . Çà îçíà÷åííÿì
ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi öå îçíà÷à¹, ùî yn → A.
Çâîðîòí¹ òâåðäæåííÿ (òîáòî Ãåéíå ⇒ Êîøi) � áåç äîâåäåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.4.8. ×èñëî A, ùî ¹ ãðàíèöåþ ôóíêöi¨ f(x) çà Ãåéíå (àáî, ðiâíîñèëüíî, çà
Êîøi ) íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ôóíêöi¨ f(x) ïðè x→ x0.

Ïîçíà÷åííÿ ãðàíèöi:
A = lim

x→x0
f(x)

Íàâåäåìî, äàëi, îçíà÷åííÿ ëiâî¨ òà ïðàâî¨ ãðàíèöü.
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Îçíà÷åííÿ 1.4.9. 1. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà íà äåÿêîìó iíòåðâàëi (a;x0). Òîäi:
(i) ÷èñëî A íàçèâà¹òüñÿ ëiâîþ ãðàíèöåþ ôóíêöi¨ f(x) ó òî÷öi x0 çà Ãåéíå, ÿêùî äëÿ
êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {xn}∞1 , òàêî¨ ùî xn ∈ (a;x0) é xn → x0, âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíî-
øåííÿ f(xn)→ A;
(ii) ÷èñëî A íàçèâà¹òüñÿ ëiâîþ ãðàíèöåþ ôóíêöi¨ f(x) ïðè x → x0 çà Êîøi, ÿêùî äëÿ
êîæíîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ òàêå δ > 0, ùî ïðè âñiõ x ∈ (x0−δ;x0) ñïðàâåäëèâå âêëþ÷åííÿ
f(x) ∈ u(A; ε).
2. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà íà äåÿêîìó iíòåðâàëi (x0; b). Òîäi:
(i) ÷èñëî A íàçèâà¹òüñÿ ïðàâîþ ãðàíèöåþ ôóíêöi¨ f(x) ó òî÷öi x0 çà Ãåéíå, ÿêùî äëÿ
êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {xn}∞1 , òàêî¨ ùî xn ∈ (x0, b) é xn → x0 ìà¹ìî f(xn)→ A.
(ii) ÷èñëî A íàçèâà¹òüñÿ ïðàâîþ ãðàíèöåþ ôóíêöi¨ f(x) ó òî÷öi x0 çà Êîøi, ÿêùî äëÿ
êîæíîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ òàêå δ > 0, ùî ïðè âñiõ x ∈ (x0;x0 + δ) ñïðàâåäëèâèì ¹
âêëþ÷åííÿ f(x) ∈ u(A; ε).
3. Ëiâà òà ïðàâà ãðàíèöÿ íàçèâàþòüñÿ îäíîñòîðîííiìè ãðàíèöÿìè.

Çà àíàëîãi¹þ iç òåîðåìîþ 1.4.1 äîâîäèòüñÿ åêâiâàëåíòíiñòü îçíà÷åíü ëiâî¨ (âiäïîâiäíî, ïðà-
âî¨) ãðàíèöi çà Ãåéíå òà çà Êîøi; òîìó ìîæíà ãîâîðèòè ïðîñòî ïðî ëiâó òà ïðàâó ãðàíèöi.
Ïîçíà÷àþòü ëiâó òà ïðàâó ãðàíèöi âiäïîâiäíî

lim
x→x0−0

f(x) = A, lim
x→x0+0

f(x) = A.
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Òåîðåìà 1.4.2. (çâ'ÿçîê ìiæ ãðàíèöåþ òà îäíîñòîðîííiìè ãðàíèöÿìè). Íåõàé ôóíêöiÿ

y = f(x) âèçíà÷åíà â äåÿêîìó ïðîêîëîòîìó îêîëi
◦
U(x0). Òîäi:

1) ÿêùî iñíó¹ lim
x→x0

f(x) = A, òî iñíóþòü îäíîñòîðîííi ãðàíèöi â òî÷öi x0 é âèêîíó¹òüñÿ

ðiâíiñòü
lim

x→x0−0
f(x) = lim

x→x0+0
f(x) = A. (1.4.3.2)

2) ÿêùî iñíóþòü îäíîñòîðîííi ãðàíèöi ôóíêöi¨ f(x) â òî÷öi x0 é âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
(1.4.3.2), òî iñíó¹ ãðàíèöÿ lim

x→x0
f(x) = A.

Òàêèì ÷èíîì, íåîáõiäíîþ é äîñòàòíüîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ ãðàíèöi ¹ iñíóâàííÿ òà ðiâ-
íiñòü ìiæ ñîáîþ ëiâî¨ òà ïðàâî¨ ãðàíèöü.

Äîâåäåííÿ. 1) Íåõàé lim
x→x0

f(x) = A. Âiçüìåìî äîâiëüíó ïîñëiäîâíiñòü {xn}∞1 , òàêó ùî xn < x0

é xn → x0. Òîäi çà îçíà÷åííÿì ãðàíèöi çà Ãåéíå ìàòèìåìî f(xn) → A , ùî äà¹ ðiâíiñòü
lim

x→x0−0
f(x) = A. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ ðiâíiñòü lim

x→x0+0
f(x) = A.

2) I íàâïàêè, íåõàé ìà¹ ìiñöå (1.4.3.2). Âiçüìåìî äîâiëüíå ε > 0. Òîäi çãiäíî ç îçíà÷åííÿì
îäíîñòîðîííiõ ãðàíèöü çà Êîøi iñíóþòü òàêi äîäàòíi ÷èñëà δ1, δ2 , ùî äëÿ âñiõ x, ÿêi çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâàì x0 − δ1 < x < x0 àáî x0 < x < x0 + δ2 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü f(x)-A < ε.

Ïîêëàâøè δ = min(δ1, δ2) , áóäåìî ìàòè f(x)-A < ε, x ∈
◦
U(x0, δ) . À öå é îçíà÷à¹, ùî

lim
x→x0

f(x) = A.
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1.4.4. Ãðàíèöi ôóíêöié ïðè x→∞. Çàãàëüíå îçíà÷åííÿ ãðàíèöi.

Îçíà÷åííÿ 1.4.10. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà íà äåÿêîìó iíòåðâàëi (c; +∞). Òîäi:
1) ÷èñëî A íàçèâà¹òüñÿ ¨¨ ãðàíèöåþ çà Ãåéíå ïðè x→ +∞, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâ-
íîñòi {xn}∞1 , òàêî¨ ùî xn ∈ (c; +∞) i xn → +∞, ìà¹ìî f(xn)→ A.
2) ÷èñëî A íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ çà Êîøi ôóíêöi¨ f(x) ïðè x → +∞, ÿêùî äëÿ áóäü-
ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ ÷èñëî M > 0 òàêå, ùî ïðè âñiõ x > M ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ f(x) ∈
u(A; ε).

Àíàëîãi÷íî ç òåîðåìîþ 1.4.1 ìîæíà äîâåñòè åêâiâàëåíòíiñòü íàäàíèõ îçíà÷åíü ãðàíèöi çà
Êîøi òà Ãåéíå; òîìó ìîæíà ãîâîðèòè ïðî ãðàíèöþ A ôóíêöi¨ f(x) ïðè x→ +∞, ÿêà ïîçíà÷à-
¹òüñÿ

A = lim
x→+∞

f(x).

Îçíà÷åííÿ 1.4.11. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà íà äåÿêîìó iíòåðâàëi (−∞; c). Òîäi:
1) ÷èñëî A íàçèâà¹òüñÿ ¨¨ ãðàíèöåþ çà Ãåéíå ïðè x→ −∞, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâ-
íîñòi {xn}∞1 , òàêî¨ ùî xn ∈ (−∞; c) é xn → −∞, ìà¹ìî f(xn)→ A.
2) ÷èñëî A íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ çà Êîøi ôóíêöi¨ f(x) ïðè x → −∞, ÿêùî äëÿ áóäü-
ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ ÷èñëî M < 0 òàêå, ùî ïðè âñiõ x < M ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ f(x) ∈
U(A; ε).

Àíàëîãi÷íî ç ïîïåðåäíiì íàäàíi îçíà÷åííÿ ãðàíèöi çà Êîøi òà Ãåéíå ïðè x → −∞ ðiâíî-
ñèëüíi. Òàêà ãðàíèöÿ ïîçíà÷à¹òüñÿ

A = lim
x→−∞

f(x).
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Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Îçíà÷åííÿ 1.4.12. Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi (−∞;−c)∪ (c; +∞),
c > 0. ×èñëî A íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ôóíêöi¨ f(x) ïðè x → ∞, ÿêùî iñíóþòü îáèäâi
ãðàíèöi lim

x→+∞
f(x) é lim

x→−∞
f(x) òà âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→−∞

f(x) = A.

Ãðàíèöþ ôóíêöi¨ f(x) ïðè x→∞ ïîçíà÷àòèìåìî

A = lim
x→∞

f(x). (1.4.4.1)

Íåâàæêî äîâåñòè, ùî ðiâíiñòü (1.4.4.1) åêâiâàëåíòíà îäíîìó ç íàñòóïíèõ òâåðäæåíü:
1) äëÿ áóäü-ÿêî¨î¨ ïîñëiäîâíîñòi {xn}∞1 , òàêî¨ ùî xn →∞, ìà¹ìî f(xn)→ A;
2) äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ ÷èñëîM > 0, òàêå ùî ïðè âñiõ x, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

x > M , ìà¹ìî f(x) ∈ U(A; ε).
Äëÿ òîãî, ùîá óíiôiêóâàòè íàäàíi âèùå îçíà÷åííÿ ãðàíèöü. ââåäåìî íàñòóïíå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.4.13. Óçàãàëüíåíîþ òî÷êîþ áóäåìî íàçèâàòè àáî òî÷êó x0 ∈ R, àáî îäèí
ç íàñòóïíèõ ñèìâîëiâ: x0 − 0, x0 + 0, −∞, ∞. Óçàãàëüíåíó òî÷êó áóäåìî ïîçíà÷àòè
÷åðåç a, òàê ùî ìîæëèâîþ ¹ îäíà ç íàñòóïíèõ ðiâíîñòåé:

a = x0, a = x0 − 0, a = x0 + 0, a = +∞, a = −∞, a =∞. (1.4.4.2)

Íåõàé, äàëi, ε > 0 � äåÿêå ÷èñëî. Òîäi ïðîêîëîòèì ε-îêîëîì óçàãàëüíåíî¨ òî÷êè a áóäåìî

íàçèâàòè ÷èñëîâó ìíîæèíó
◦
U(a, ε) (àáî ïðîñòî

◦
U(a), ÿêùî çíà÷åííÿ ε íåâàæëèâå), âèçíà÷åíó

íàñòóïíèìè
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ñïiââiäíîøåííÿìè:

◦
U(x0, ε) = (x0 − ε, x0) ∪ (x0, x0 + ε),

◦
U(x0 − 0, ε) = (x0 − ε, x0),

◦
U(x0 + 0, ε) = (x0, x0 + ε)

◦
U(+∞, ε) = (ε,+∞),

◦
U(−∞, ε) = (−∞,−ε),

◦
U(∞, ε) = (−∞,−ε) ∪ (ε,+∞).

Òåïåð ìîæíà ñôîðìóëþâàòè çàãàëüíå îçíà÷åííÿ ãðàíèöi ôóíêöi¨, ÿêå îõîïëþ¹ îçíà÷åííÿ 1.4.8,
1.4.9,1.4.10, 1.4.11 é 1.4.12

Îçíà÷åííÿ 1.4.14. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà â äåÿêîìó ïðîêîëîòîìó îêîëi
◦
U(a)

óçàãàëüíåíî¨ òî÷êè a. ×èñëî A íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ôóíêöi¨ f ïðè x→ a é ïèøåòüñÿ
lim
x→a

f(x) = A, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñèëüíi ìiæ ñîáîþ òâåðäæåííÿ:

1) äëÿ ëþáî¨ ïîñëiäîâíîñòi {xn}∞1 , òàêî¨ ùî xn ∈
◦
U(a) é xn → a, ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíî-

øåííÿ f(xn)→ A;

2) äëÿ âñÿêîãî îêîëó U(A, ε) òî÷êè A iñíó¹ ïðîêîëîòèé îêië
◦
U(a, δ) óçàãàëüíåíî¨ òî÷êè

a, òàêèé ùî ïðè âñiõ x ∈
◦
U(a, δ) ñïðàâåäëèâèì ¹ âêëþ÷åííÿ f(x) ∈ U(A, ε).

Çàçíà÷èìî, ùî â òâåðäæåííi 1) çàïèñ xn → a ó âèïàäêàõ a = x0− 0, a = x0 + 0 îçíà÷à¹, ùî
xn → x0.
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Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

1.4.5. Íåñêií÷åííî ìàëi òà íåñêií÷åííî âåëèêi ôóíêöi¨.

Îçíà÷åííÿ 1.4.15. Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) âèçíà÷åíà ó äåÿêîìó ïðîêîëîòîìó îêîëi
◦
U(a) óçàãàëüíåíî¨ òî÷êè a. Ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ íåñêií÷åííî âåëèêîþ ôóíêöi¹þ ïðè
x→ a, ÿêùî ¹ âiðíèìè íàñòóïíi åêâiâàëåíòíi ìiæ ñîáîþ òâåðäæåííÿ:

1) äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {xn}∞1 òàêî¨, ùî xn ∈
◦
U(a) é xn → a, âèêîíó¹òüñÿ ñïiâ-

âiäíîøåííÿ f(xn)→∞;

2) äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà M > 0 iñíó¹ ïðîêîëîòèé îêië
◦
U(a, δ) òàêèé, ùî ïðè âñiõ x ∈

◦
U(a, δ) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü f(x) > M .

Ðiâíîñèëüíiñòü òâåðäæåíü 1) òà 2) äîâîäèòüñÿ çà àíàëîãi¹þ ç äîâåäåííÿì òåîðåìè 1.4.1.
Ïîçíà÷åííÿ íåñêií÷åííî âåëèêî¨ ôóíêöi¨:

lim
x→a

f(x) =∞.

Êðiì òîãî, ÿêùî lim
x→a

f(x) =∞ é ó äåÿêîìó ïðîêîëîòîìó îêîëi
◦
U(a) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

f(x) > 0 (f(x) < 0), òî ïèøåìî lim
x→x0

f(x) = +∞ (âiäïîâiäíî lim
x→x0

f(x) = −∞).

Çàóâàæåííÿ 1.4.16. Íå ñëiä äóìàòè, ùî êîæíà ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà â äåÿêîìó îêîëi
◦
U(a) ,

ìà¹ ñêií÷åíó àáî íåñêií÷åííó ãðàíèöþ ïðè x→ a . Íàïðèêëàä, ó ôóíêöi¨ f(x) = sin 1
x
âiäñóòíÿ

ÿê ñêií÷åíà, òàê i íåñêií÷åííà ãðàíèöÿ ïðè x→ 0.

Îçíà÷åííÿ 1.4.17. Ôóíêöiÿ f(x) íàçèâà¹òüñÿ íåñêií÷åííî ìàëîþ ôóíêöi¹þ ïðè x→ a,
ÿêùî lim

x→a
f(x) = 0.
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Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Òàêå îçíà÷åííÿ åêâiâàëåíòíå íàñòóïíîìó : ôóíêöiÿ f(x) ¹ íåñêií÷åííî ìàëîþ ïðè x → a,

ÿêùî äëÿ êîæíîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ ïðîêîëîòèé îêië
◦
U(a, δ) òàêèé, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈

◦
U(a, δ)

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü f(x) < ε.

Òåîðåìà 1.4.3 (çâ'ÿçîê ìiæ íåñêií÷åííî ìàëèìè òà íåñêií÷åííî âåëèêèìè ôóíêöiÿìè).
Äëÿ òîãî, ùîá ôóíêöiÿ f(x) áóëà íåñêií÷åííî âåëèêîþ ïðè x→ a íåîáõiäíî é äîñòàòíüî,

ùîá ôóíêöiÿ
1

f(x)
áóëà íåñêií÷åííî ìàëîþ ïðè x→ a.

Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî äîâiëüíó ïîñëiäîâíiñòü {xn}∞1 òàê, ùîá xn → a. Òîäi óìîâà, ùî f(x)

¹ íåñêií÷åííî âåëèêîþ ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî f(xn) → ∞, à óìîâà, ùî
1

f(x)
¹ íåñêií÷åííî

ìàëîþ ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî
1

f(xn)
→ 0. Çà òåîðåìîþ 1.3.1 ìà¹ìî åêâiâàëåíòíiñòü

f(xn)→∞ ⇐⇒ 1

f(xn)
→ 0.

Òåïåð çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ãðàíèöi çà Ãåéíå ìà¹ìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Ó íàñòóïíèõ òåîðåìàõ ïîêàçàíî, ùî íåñêií÷åííî ìàëi ôóíêöi¨ ìàþòü òi æ ñàìi âëàñòèâîñòi,
ùî é íåñêií÷åííî ìàëi ïîñëiäîâíîñòi.

Òåîðåìà 1.4.4. Íåõàé f(x) i g(x) � ôóíêöi¨, âèçíà÷åíi â
◦
U(a). Òîäi: 1) ÿêùî f(x) i g(x) �

íåñêií÷åííî ìàëi ôóíêöi¨ ïðè x→ a, òî f(x)+g(x) òàêîæ ¹ íåñêií÷åííî ìàëîþ ôóíêöi¹þ
ïðè x → a; 2) ÿêùî f(x) � íåñêií÷åííî ìàëà ôóíêöiÿ ïðè x → a, à g(x) � îáìåæåíà
ôóíêöiÿ, òî f(x)g(x) � íåñêií÷åííî ìàëà ôóíêöiÿ ïðè x→ a.
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Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ íàñëiäêîì îçíà÷åííÿ ãðàíèöi çà Ãåéíå òà òåîðåìè 1.3.3

Òåîðåìà 1.4.5. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà â ïðîêîëîòîìó îêîëi
◦
U(a) óçàãàëüíåíî¨

òî÷êè a i A � äåÿêå ÷èñëî. Äëÿ òîãî, ùîá âèêîíóâàëàñü ðiâíiñòü lim
x→a

f(x) = A, íåîáõiäíî

i äîñòàòíüî, ùîá iñíóâàëà íåñêií÷åííî ìàëà ôóíêöiÿ α(x), òàêà ùî f(x) = A+ α(x).

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 1.3.2 i îçíà÷åííÿ ãðàíèöi ôóíêöi¨ çà
Ãåéíå.
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1.4.6. Âëàñòèâîñòi ãðàíèöi ôóíêöi¨.

Òåîðåìà 1.4.6. Ãðàíèöÿ ôóíêöi¨ ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

1. ßêùî ôóíêöiÿ f(x) ìà¹ ãðàíèöþ ïðè x→ a, òî öÿ ãðàíèöÿ ¹äèíà.

2. ßêùî iñíó¹ ãðàíèöÿ lim
x→a

f(x), òî ôóíêöiÿ f(x) îáìåæåíà â äåÿêîìó îêîëi
◦
U(a).

3. ßêùî f(x) = C � êîíñòàíòà, x ∈
◦
U(a) , òî lim

x→a
f(x) = C.

4. ßêùî iñíó¹ ãðàíèöÿ lim
x→a

f(x) i äî òîãî æ f(x) ≤ C, x ∈
◦
U(a), òî lim

x→a
f(x) ≤ C.

5. ßêùî lim
x→a

f(x) = B i C � äåÿêå ÷èñëî òàêå, ùî B > C, òî ïðè âñiõ x iç äåÿêîãî îêîëó
◦
U(a) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü f(x) > C.

6. ßêùî g(x) ≤ f(x) ≤ h(x), x ∈
◦
U(a) é lim

x→a
g(x) = lim

x→a
h(x) = A , òî lim

x→a
f(x) = A.

7. ßêùî iñíóþòü ãðàíèöi limx→a f(x) = A, limx→a g(x) = B, òî iñíóþòü òàêîæ âiäïî-
âiäíi ãðàíèöi ó ôóíêöié f(x) + g(x), f(x)g(x) é ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

lim
x→a

(f(x) + g(x)) = A+B, lim
x→a

(f(x)g(x)) = AB.

Êðiì òîãî, ÿêùî B 6= 0, òî iñíó¹ ãðàíèöÿ limx→a
f(x)

g(x)
é limx→a

f(x)

g(x)
=
A

B
.
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Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé ìà¹ìî äâi ãðàíèöi A òà B, A 6= B. Òîäi ç îçíà÷åííÿ ãðàíèöi çà Ãåéíå
âèïëèâà¹, f(xn) → A i f(xn) → B äëÿ ïîñëiäîâíîñòi xn → a, ùî ñóïåðå÷èòü âëàñòèâîñòi 1)
ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi (äèâ. ï. 1.3.3).
2. Íåõàé limx→x0 f(x) = A. Òîäi çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ãðàíèöi çà Êîøi iñíó¹ ïðîêîëîòèé îêië
◦
U(x0, δ) òàêèé, ùî f(x) ∈ U(A, 1), x ∈

◦
U(x0, δ), òîáòî A − 1 < f(x) < A + 1. Òàêèì ÷èíîì,

ôóíêöiÿ f(x) îáìåæåíà íà
◦
U(x0, δ).

5. Âèáåðåìî îêië U(B; ε) òî÷êè B òàê, ùîá C /∈ U(B; ε). Òîäi iç îçíà÷åííÿ ãðàíèöi ôóíêöi¨

çà Êîøi çíàéäåòüñÿ îêië
◦
U(a, δ) òàêèé, ùî ïðè âñiõ x ∈

◦
U(a, δ) ìà¹ìî f(x) ∈ U(B; ε). Öå

îçíà÷à¹, ùî ïðè âñiõ x ∈
◦
U(a, δ) ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü f(x) > C.

Âñi iíøi âëàñòèâîñòi âèïëèâàþòü ç îçíà÷åííÿ ãðàíèöi ôóíêöi¨ çà Ãåéíå òà àíàëîãi÷íèõ âëà-
ñòèâîñòåé ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi, ïåðåëi÷åíèõ ó ï. 1.3.3.

Âëàñòèâîòi 3 òà 7 äàþòü òàêèé

Íàñëiäîê 1.4.18. ßêùî iñíó¹ ãðàíèöÿ limx→a f(x), òî äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà c

lim
x→a

cf(x) = c lim
x→a

f(x)
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Ïðàêòè÷íi çàâäàííÿ 1.4

1. Çíàéòè îáëàñòi âèçíà÷åííÿ íàñòóïíèõ ôóíêöié:

1.1)y = ln(2x+ 1) 1.2)y =
√

5− 2x 1.3)y =
1

x2 + 3

1.4)y =
1

x2 − 4
1.5)y = 1−

√
1− x2 1.6)y =

√
x2 − 4x+ 3

1.7)y =
2x+ 1√

x2 − 3x+ 2
1.8)y = arcsin(x− 2) 1.9)y = arccos

√
x

2. ßêi ç íàñòóïíèõ ôóíêöié ¹ ïàðíèìè, ÿêi íåïàðíèìè, ÿêi íå ¹ àíi ïàðíèìè, àíi íåïàðíèìè?
2.1)y = x6 − 2x2 2.2)y = x− x2 2.3)y = cosx

2.4)y = sin 2x 2.5)y =
ax + a−x

2
2.6)y =

ax + 1

ax − 1
3. Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ãðàíèöi ôóíêöi¨, äîâåñòè ðiâíiñòü limx→3(2x− 1) = 5.
4. Çíàéòè ãðàíèöi

4.1) limx→∞

√
x2 + 1 +

√
x

4
√
x3 + 2− x

4.2) limx→1
x2 − 1

x− 1
4.3) limx→3

x2 − 9

x2 − 2x− 3

4.4) limx→0
x√

1 + 3x− 1
4.5) limx→∞

(
x3

x2 + 2
− x
)

4.6) limx→1

√
x− 1

x− 1

4.7) limx→∞
2x3 + 3x2 − 1

3x3 − 4x2 + 5
4.8) limx→∞

x2 − 2x+ 1

5x3 − 3
4.9) limx→∞

x4 − 1

x3 − 2x2 + 5

4.10) limx→0

√
1 + x−

√
1− x

x
4.11) limx→∞

(
x3

2x2 − 1
− x2

2x+ 1

)
4.12) limx→2

x2 − x+ 1

x+ 1

4.13) limx→∞

3
√
x4 −

√
x2 + 1

x+ 1
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Iíòåðàêòèâíi òåñòîâi çàâäàííÿ, òåñò 1

Iíòåðàêòèâíi òåñòîâi çàâäàííÿ òåñòó 1 iç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó ðîçðîáëåíi çà äàíèì ïîñi-
áíèêîì äëÿ ïåðåâiðêè ðiâíÿ çíàíü, óìiíü òà íàâè÷îê ñòóäåíòiâ, ÿêi âîíè îäåðæàëè â ïðîöåñi
âèâ÷åííÿ òåì: ìíîæèíè òà ôóíêöi¨, ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë, ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi, ôóíêöi¨ òà
¨õ ãðàíèöi. Òåñòîâå çàâäàííÿ ñêëàäàþòüñÿ ç 30 ïèòàíü ðiçíèõ ðiâíiâ ñêëàäíîñòi, ùî âêàçóþòüñÿ
âiäðàçó ïiñëÿ íîìåðà ïèòàííÿ ó âèãëÿäi êiëüêîñòi áàëiâ.

Çàãàëüíà êiëüêiñòü áàëiâ, ÿêó çìîæå íàáðàòè ñòóäåíò ïiä ÷àñ ïðîõîäæåííÿ äàíîãî òåñòîâîãî
çàâäàííÿ, ñêëàäà¹ 100 áàëiâ.

Ùîá ðîçïî÷àòè ïðîõîäæåííÿ òåñòó íåîáõiäíî íàòèñíóòè êíîïêó ¾Start¿.

ßêùî ñòóäåíò çàáóâ íàòèñíóòè êíîïêó ¾Start¿ i ðîçïî÷àâ âèêîíóâàòè çàâäàííÿ, âií îòðèìà¹
ïîâiäîìëåííÿ ïðî íåîáõiäíiñòü öå çðîáèòè. Ðåçóëüòàò âèêîíàíîãî çàâäàííÿ áóäå àíóëüîâàíî.
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Äëÿ çàâåðøåííÿ òåñòó íåîáõiäíî íàòèñíóòè êíîïêó ¾Finish¿.

Ðåçóëüòàòè òåñòóâàííÿ âèâîäÿòüñÿ â äåêiëüêîõ êîìiðêàõ:
1. Êiëüêiñòü âèêîíàíèõ çàâäàíü òà ìàêñèìàëüíå ¨õ ÷èñëî â òåñòi.

2. Êiëüêiñòü áàëiâ (äëÿ ðiçíèõ òåñòîâèõ çàâäàíü âîíà ìîæå âiäðiçíÿòèñÿ).

3. Âiäñîòêè (90%-100% � îöiíêà ¾âiäìiííî¿, 75%-90% � îöiíêà ¾äîáðå¿, 60%-75% � îöiíêà
¾çàäîâiëüíî¿, ìåíøå 60% � îöiíêà ¾íåçàäîâiëüíî¿,)

Ïiñëÿ íàòèñêàííÿ êíîïêè ¾Correct¿ ñòóäåíò ìîæå ïåðåâiðèòè ïðàâèëüíiñòü âèêîíàííÿ çàâ-
äàíü.
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Ïðî íàòèñêàííÿ ñòóäåíòîì êíîïêè ¾Correct¿ ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ëiòåðà ¾F¿ â ÷åðâîíîìó êâàäðàòi, ùî
çíàõîäèòüñÿ ç ïðàâî¨ ñòîðîíè íà ïî÷àòêó òåñòó.

Äëÿ òîãî, ùîá ïåðåéòè äî áåçïîñåðåäíüîãî âèêîíàííÿ òåñòîâîãî çàâäàííÿ, íåîáõiäíî íàòè-
ñíóòè êíîïêó ¾Òåñò 1¿.
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1.5. Íåïåðåðâíi ôóíêöi¨

1.5.1. Íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ â òî÷öi.

Îçíà÷åííÿ 1.5.1. Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) âèçíà÷åíà ó äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x0.Òàêà
ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíîþ â òî÷öi x0, ÿêùî lim

x→x0
f(x) = f(x0).

Îçíà÷åííÿ 1.5.2. Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) âèçíà÷åíà íà äåÿêîìó íàïiâiíòåðâàëi (a, x0]
(âiäïîâiäíî [x0, b)). Ôóíêöiÿ y = f(x) íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíîþ çëiâà (ñïðàâà) â òî÷öi
x0, ÿêùî

lim
x→x0−0

f(x) = f(x0) (âiäïîâiäíî lim
x→x0+0

f(x) = f(x0)).

Iç îçíà÷åííÿ ãðàíèöi çà Êîøi âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ y = f(x) íåïåðåðâíà â òî÷öi x0 òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ u(x0; δ) f(x) ∈ u(f(x0), ε)

Îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ ó òî÷öi ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàêîæ ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

Îçíà÷åííÿ 1.5.3. Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) âèçíà÷åíà ó äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x0. Ôóíêöiÿ
y = f(x) íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíîþ â òî÷öi x0, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî îêîëó U(f(x0), ε)
òî÷êè f(x0) ìîæíà çíàéòè îêië U(x0, δ) òî÷êè x0 òàêèé, ùî f(U(x0; δ)) ⊂ U(f(x0); ε).

Ç òåîðåìè ïðî çâ'ÿçîê ìiæ îäíîñòîðîííiìè ãðàíèöÿìè i ãðàíèöåþ â òî÷öi ìà¹ìî òàêó òåî-
ðåìó:
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Òåîðåìà 1.5.1. Äëÿ òîãî, ùîá ôóíêöiÿ f(x) áóëà íåïåðåðâíîþ â òî÷öi x0, íåîáõiäíî i
äîñòàòíüî, ùîá f(x) áóëà íåïåðåðâíà ÿê çëiâà, òàê i ñïðàâà â òî÷öi x0.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç 4x = x− x0 íîâó çìiííó, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ïðèðîñòîì àðãóìåíòó. Ôóíêöiÿ

4y = f(x)− f(x0) = f(x0 +4x)− f(x0)

âiä çìiííî¨4x íàçèâà¹òüñÿ âiäïîâiäíèì ïðèðîñòîì ôóíêöi¨. Î÷åâèäíî, ùî óìîâà limx→x0 f(x) =
f(x0) ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî

lim
4x→0

4y = 0. (1.5.1.1)

Òîìó ðiâíiñòü (1.5.1.1) òàêîæ ìîæíà ïðèéíÿòè çà îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ â òî÷öi x0.

1.5.2. Âëàñòèâîñòi ôóíêöié, íåïåðåðâíèõ â òî÷öi.

Òåîðåìà 1.5.2. Íåõàé ôóíêöi¨ f(x) i g(x) íåïåðåðâíi ó òî÷öi x0. Òîäi é ôóíêöi¨ f(x)±g(x),

f(x)g(x) òàêîæ íåïåðåðâíi ó òî÷öi x0. Êðiì òîãî, ÿêùî g(x0) 6= 0, òî
f(x)

g(x)
� íåïåðåðâíà

ôóíêöiÿ ó òî÷öi x0.

Äîâåäåííÿ. Öÿ òåîðåìà âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíîñòi òà âëàñòèâîñòåé ãðàíèöi ôóíêöi¨
(òåîðåìà 1.4.6,ï. 7).
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Îçíà÷åííÿ 1.5.4. Íåõàé X, Y, Z � äåÿêi ìíîæèíè i çàäàíi ôóíêöi¨ f : X → Y i g : Y →
Z. Òîäi êîìïîçèöi¹þ ôóíêöié f i g (àáî ñêëàäíîþ ôóíêöi¹þ, óòâîðåíîþ ôóíêöiÿìè f i g )
íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ ϕ : X → Z, çàäàíà ðiâíiñòþ ϕ(x) = g(f(x)), x ∈ X. Ïîçíà÷à¹òüñÿ
êîìïîçèöiÿ ϕ = g ◦ f .

Î÷åâèäíî, ùî ó âèïàäêó ÷èñëîâèõ ôóíêöié äiéñíî¨ çìiííî¨ f, g ¨õ êîìïîçèöiÿ ϕ = g ◦ f
òàêîæ ¹ ÷èñëîâîþ ôóíêöi¹þ äiéñíî¨ çìiííî¨.

Òåîðåìà 1.5.3 (íåïåðåðâíiñòü êîìïîçèöi¨ ôóíêöié). Íåõàé çàäàíi äâi ÷èñëîâi ôóíêöi¨ f(x)
i g(y), äå f(x) âèçíà÷åíà â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x0 i íåïåðåðâíà â òî÷öi x0, à g(y) âèçíà÷åíà
â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè y0 i íåïåðåðâíà â òî÷öi y0. Êðiì òîãî ïðèïóñòèìî, ùî y0 = f(x0).
Òîäi êîìïîçèöiÿ ôóíêöié ϕ(x) = g(f(x)) íåïåðåðâíà â òî÷öi x0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé z0 = g(y0) i U(z0; ε) � äåÿêèé îêië òî÷êè z0. Îñêiëüêè g(y) íåïåðåðâíà
â òî÷öi y0, çíàéäåòüñÿ îêië U(y0; δ′) òàêèé, ùî g(U(y0; δ′)) ⊂ U(z0; ε). Îñêiëüêè f(x) íå-
ïåðåðâíà â òî÷öi x0 é y0 = f(x0), òî äëÿ îêîëó U(y0; δ′) çíàéäåòüñÿ îêîë U(x0; δ) òàêèé,
ùî f(U(x0; δ)) ⊂ U(y0; δ′). Òîäi äëÿ êîæíîãî x ∈ U(x0; δ) ìà¹ìî f(x) ∈ U(y0; δ′) i, îòæå,
ϕ(x) = g(f(x)) ∈ U(z0; ε). Òàêèì ÷èíîì, ϕ(U(x0; δ)) ⊂ U(z0; ε) i â ñèëó îçíà÷åííÿ 1.5.3
ôóíêöiÿ ϕ(x) íåïåðåðâíà â òî÷öi x0.

Ñòîðiíêà 51 iç 160 c©Ìîãiëåâñüêèé Â.É., Ïîäîøâåëåâ Þ.Ã., 2018

http://pnpu.edu.ua/ua/


Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 52 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

1.5.3. Òî÷êè ðîçðèâó ôóíêöi¨.

Îçíà÷åííÿ 1.5.5. Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) âèçíà÷åíà ó äåÿêîìó ïðîêîëîòîìó îêîëi
òî÷êè x0. Tî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ ðîçðèâó äëÿ ôóíêöi¨ y = f(x), ÿêùî âîíà íå ¹
òî÷êîþ íåïåðåðâíîñòi äëÿ y = f(x), òîáòî ôóíêöiÿ y = f(x) íå ¹ íåïåðåðâíîþ â äàíié
òî÷öi x0.

Öå ìîæëèâî ó òðüîõ âèïàäêàõ:

1. ôóíêöiÿ f(x) íå âèçíà÷åíà â òî÷öi x0;

2. ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà â òî÷öi x0, àëå íå iñíó¹ ñêií÷åíî¨ ãðàíèöi lim
x→x0

f(x);

3. iñíó¹ ãðàíèöÿ lim
x→x0

f(x) i ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà â òî÷öi x0, àëå ïðè öüîìó lim
x→x0

f(x) 6=
f(x0).

Îçíà÷åííÿ 1.5.6. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà ó äåÿêîìó ïðîêîëîòîìó îêîëi òî÷êè
x0 i iñíóþòü ñêií÷åííi ëiâà òà ïðàâà ãðàíèöi lim

x→x0−0
f(x) i lim

x→x0+0
f(x). Òîäi, ÿêùî òî÷êà

x0 � òî÷êà ðîçðèâó, òî âîíà íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ ðîçðèâó ïåðøîãî ðîäó.

Îçíà÷åííÿ 1.5.7. Òî÷êà ðîçðèâó, ùî íå ¹ òî÷êîþ ðîçðèâó ïåðøîãî ðîäó, íàçèâà¹òüñÿ
òî÷êîþ ðîçðèâó äðóãîãî ðîäó.

Ïîçíà÷èìî îäíîñòîðîííi ãðàíèöi lim
x→x0−0

f(x) = f(x0 − 0) i lim
x→x0+0

f(x) = f(x0 + 0). Î÷åâèäíî,

ùî ôóíêöiÿ f(x) íåïåðåðâíà â òî÷öi x0 òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè f(x0 − 0) = f(x0 + 0) = f(x0).
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Îçíà÷åííÿ 1.5.8. Òî÷êà ðîçðèâó ïåðøîãî ðîäó x0, äëÿ ÿêî¨ f(x0 − 0) = f(x0 + 0), íàçè-
âà¹òüñÿ òî÷êîþ óñóâíîãî ðîçðèâó.

ßêùî x0 � òî÷êà óñóâíîãî ðîçðèâó, òî, ïîêëàâøè f(x0) = f(x0−0)(= f(x0 +0)), îòðèìà¹ìî
ôóíêöiþ, íåïåðåðâíó â òî÷öi x0.

1.5.4. Âëàñòèâîñòi íåïåðåðâíèõ íà âiäðiçêó ôóíêöié.

Îçíà÷åííÿ 1.5.9. Ôóíêöiÿ f(x) íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíîþ íà iíòåðâàëi (a, b), ÿêùî âîíà
âèçíà÷åíà íà öüîìó iíòåðâàëi i íåïåðåðâíà ó êîæíié éîãî òî÷öi.

Îçíà÷åííÿ 1.5.10. Ôóíêöiÿ f(x), âèçíà÷åíà íà âiäðiçêó [a, b], íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíîþ
íà [a, b], ÿêùî âîíà íåïåðåðâíà íà iíòåðâàëi (a, b) i, êðiì òîãî, íåïåðåðâíà ñïðàâà â òî÷öi
a i çëiâà â òî÷öi b.

Íàñòóïíi äâi òåîðåìè íàâîäèìî áåç äîâåäåííÿ.

Òåîðåìà 1.5.4 (Âåé¹ðøòðàñ). Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [a, b]. Òîäi öÿ
ôóíêöiÿ ¹ îáìåæåíîþ é çíàéäóòüñÿ òî÷êè x1, x2 ∈ [a, b], òàêi ùî äëÿ âñiõ x ∈ [a, b] âèêî-
íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

f(x1) ≤ f(x) ≤ f(x2). (1.5.4.1)

Ç ôîðìóëè (1.5.4.1) âèïëèâà¹, ùî ÷èñëà m = f(x1) òà M = f(x2) ¹ âiäïîâiäíî íàéìåíøèì
òà íàéáiëüøèì çíà÷åííÿì ôóíêöi¨ f(x) é çãiäíî ç òåîðåìîþ 1.5.4 öi çíà÷åííÿ ïðèéìàþòüñÿ
ôóíêöi¹þ â äåÿêèõ òî÷êàõ x1 òà x2 âiäðiçêó [a, b]. Òîìó òåîðåìó Âåé¹ðøòðàñà ìîæíà ñôîðìó-
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ëþâàòè òàê: íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó ôóíêöiÿ äîñÿãà¹ íà íüîìó ñâîãî íàéìåíøîãî i íàéáiëüøîãî
çíà÷åííÿ.

Îêðiì òîãî, ç îçíà÷åííÿ 1.4.4.2 âèïëèâà¹, ùî

m = inf
x∈[a,b]

f(x), M = sup
x∈X[a,b]

f(x). (1.5.4.2)

Òåîðåìà 1.5.5 (Êîøi). Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [a, b] i ïðè öüîìó

f(x1) < C < f(x2),

äå x1, x2 ∈ [a, b] é C � äåÿêå ÷èñëî. Òîäi çíàéäåòüñÿ òî÷êà x0, ÿêà ëåæèòü ìiæ òî÷êàìè
x1 i x2 é çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíîñòi f(x0) = C.
Iíàêøå êàæó÷è, íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó ôóíêöiÿ, ÿêà äîñÿãà¹ ÿêi-íåáóäü äâà çíà÷åííÿ, äî-
ñÿãà¹ òàêîæ ïðîìiæíå çíà÷åííÿ.

Íàñëiäîê 1.5.11. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [a, b] é ÷èñëà m, M âèçíà÷åíi
ðiâíiñòþ (1.5.4.2). Òîäi îáðàçîì ôóíêöi¨ f ¹ âiäðiçîê [m,M ].

Äîâåäåííÿ. Ç (1.5.4.2) âèïëèâà¹, ùî f(x) ∈ [m,M ], x ∈ [a, b].
Çâîðîòíî, íåõàé y ∈ [m,M ]. Çãiäíî ç òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàñà f(x1) = m òà f(x2) = M ïðè
äåÿêèõ x1, x2 ∈ [a, b]. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Êîøi äëÿ òî÷îê x1, x2, çíàéäåìî òî÷êó x0

ìiæ x1 òà x2 òàêó, ùî f(x0) = y. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíîãî y ∈ [m,M ] çíàéäåòüñÿ òî÷êà
x0 ∈ [a, b] , ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíîñòi f(x0) = y. À öå é îçíà÷à¹, ùî Ef = [m,M ].
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1.5.5. Îáåðíåíi ôóíêöi¨.

Îçíà÷åííÿ 1.5.12. Ôóíêöiÿ y = f(x) íàçèâà¹òüñÿ çðîñòàþ÷îþ (ñïàäíîþ), ÿêùî äëÿ
äîâiëüíèõ äâîõ ÷èñåë x1, x2 ∈ Df òàêèõ, ùî x1 < x2, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü f(x1) ≤
f(x2) (âiäïîâiäíî f(x1) ≥ f(x2)).

Îçíà÷åííÿ 1.5.13. Ôóíêöiÿ y = f(x) íàçèâà¹òüñÿ ñòðîãî çðîñòàþ÷îþ (ñïàäíîþ), ÿêùî
äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ÷èñåë x1, x2 ∈ Df òàêèõ, ùî x1 < x2, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü f(x1) <
f(x2) (âiäïîâiäíî f(x1) > f(x2)).

Îçíà÷åííÿ 1.5.14. Ôóíêöiÿ y = f(x) íàçèâà¹òüñÿ (ñòðîãî) ìîíîòîííîþ, ÿêùî âîíà ¹
àáî (ñòðîãî) çðîñòàþ÷à, àáî (ñòðîãî) ñïàäíà.

Òåîðåìà 1.5.6 (ïðî îáåðíåíi ôóíêöi¨). Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) ñòðîãî çðîñòà¹ (ñïàä¹) i
íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [a, b]. Ïîçíà÷èìî ó âèïàäêó çðîñòàþ÷î¨ ôóíêöi¨ α = f(a), β = f(b),
à ó âèïàäêó ñïàäíî¨ ôóíêöi¨ α = f(b), β = f(a). Òîäi:

1. ôóíêöiÿ f(x) ái¹êòèâíî âiäîáðàæó¹ âiäðiçîê [a, b] íà âiäðiçîê [α, β], é, îòæå, íà âiä-
ðiçêó [α, β] âèçíà÷åíà îáåðíåíà ôóíêöiÿ x = f−1(y);

2. ôóíêöiÿ x = f−1(y) ñòðîãî çðîñòà¹ (ñïàäà¹) i íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [α, β].

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî çðîñòàþ÷ó ôóíêöiþ f(x) (ó âèïàäêó ñïàäíî¨ ôóíêöi¨ äîâåäåííÿ àíà-
ëîãi÷íå).
Îñêiëüêè f(x) ñòðîãî çðîñòà¹, òî f(a) ≤ f(x) ≤ f(b) äëÿ êîæíîãî x ∈ [a, b]. Òîìó ÷èñëà
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α = f(a) é β = f(b) ¹ âiäïîâiäíî íàéìåíøèì òà íàéáiëüøèì çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ é çãiäíî ç
íàñëiäêîì 1.5.11 Ef = [α, β].
Íåõàé, äàëi, x1, x2 ∈ [a, b] i x1 6= x2. Ïðèïóñòèìî äëÿ âèçíà÷åíîñòi, ùî x1 < x2. Òîäi f(x1) <
f(x2), òîáòî f(x1) 6= f(x2). Çâiäñè òà ç îçíà÷åííÿ 1.1.5 âèïëèâà¹, ùî f ¹ ái¹êöi¹þ.
Äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ x = f−1(y) ñòðîãî çðîñòàþ÷à. Íåõàé y1 < y2 i x1 = f−1(y1), x2 =
f−1(y2). Ïðèïóñòèìî, ùî x1 ≥ x2. Òîäi, îñêiëüêè y1 = f(x1), y2 = f(x2) i ôóíêöiÿ f(x)
çðîñòà¹, òî y1 ≥ y2, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Òàêèì ÷èíîì x1 < x2 i, îòæå, f−1(y) �
ñòðîãî çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ.
Íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ f−1(y) � áåç äîâåäåííÿ.

1.5.6. Îñíîâíi åëåìåíòàðíi ôóíêöi¨. Íåïåðåðâíiñòü åëåìåíòàðíèõ ôóí-

êöié.

1. Ïîëiíîìè òà ðàöiîíàëüíi ôóíêöi¨.

Îçíà÷åííÿ 1.5.15. Ïîëiíîìîì âiä çìiííî¨ x íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ

P (x) =
n∑
k=0

akx
k = a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ anx
n, x ∈ R (1.5.6.1)

äå a0, a1, . . . , an � êîåôiöi¹íòè ïîëiíîìó, an 6= 0.

Îçíà÷åííÿ 1.5.16. Ôóíêöiÿ âèãëÿäó f(x) =
P (x)

Q(x)
, äå P (x) i Q(x) � äåÿêi ïîëiíîìè,

íàçèâà¹òüñÿ ðàöiîíàëüíîþ ôóíêöi¹þ.

Î÷åâèäíî, ùî êîæíèé ïîëiíîì P (x) ¹ ðàöiîíàëüíîþ ôóíêöi¹þ P (x) =
P (x)

1
.
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Ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ âèçíà÷åíà âñþäè, îêðiì ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè òî÷îê x, äëÿ ÿêèõ Q(x) =
0 (íàãàäà¹ìî, ùî òàêi òî÷êè íàçèâàþòüñÿ êîðåíÿìè ïîëiíîìà Q(x)).

Òåîðåìà 1.5.7. Êîæíà ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà íà ñâî¨é îáëàñòi âèçíà÷åííÿ.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè lim
x→x0

C = C òà lim
x→x0

x = x0 äëÿ êîæíîãî x0 ∈ R , òî ôóíêöi¨ f(x) = C(=

const) òà f(x) = x íåïåðåðâíi âñþäè íà R. Çâiäñè é ç òåîðåìè 1.5.2 âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ

akx
k = ak · x · x · . . . · x︸ ︷︷ ︸

k ÷èííèêiâ

òàêîæ ¹ íåïåðåðâíîþ íà R. Òåïåð (1.5.6.1) òà òåîðåìà 1.5.2 ïîêàçóþòü, ùî âñÿêèé ïîëiíîì

¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ âñþäè íà R . Òàêèì ÷èíîì, êîæíà ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ
P (x)

Q(x)
íåïåðåðâíà ÿê ÷àñòêà íåïåðåðâíèõ ôóíêöié âñþäè, äå Q(x) 6= 0.

2. Ïîêàçíèêîâà, ëîãàðèôìi÷íà òà ñòåïåíåâà ôóíêöi¨.
Íàãàäà¹ìî ñïî÷àòêó îçíà÷åííÿ, âiäîìå ç êóðñó åëåìåíòàðíî¨ ìàòåìàòèêè.

Îçíà÷åííÿ 1.5.17. Ôóíêöiÿ âèãëÿäó

f(x) = ax, x ∈ R,

äå a > 0, a 6= 1, íàçèâà¹òüñÿ ïîêàçíèêîâîþ.

Ìîæíà äîâåñòè, ùî ïîêàçíèêîâà ôóíêöiÿ ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:
1) ÿêùî a > 1, òî ôóíêöiÿ ax ñòðîãî çðîñòà¹ íà âñié ìíîæèíi R é ïðè öüîìó

lim
x→−∞

ax = 0, lim
x→+∞

ax = +∞. (1.5.6.2)
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ßêùî æ 0 < a < 1, òî ôóíêöiÿ ax ñòðîãî óáóâà¹ íà ìíîæèíi R é

lim
x→−∞

ax = +∞, lim
x→+∞

ax = 0. (1.5.6.3)

2)ïîêàçíèêîâà ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà íà R.
Îñêiëüêè ôóíêöiÿ y = ax ñòðîãî ìîíîòîííà, òî çãiäíî ç òåîðåìîþ 1.5.6 äëÿ íå¨ iñíó¹ îáåðíåíà

ôóíêöiÿ. Öÿ ôóíêöiÿ íàçèâà¹òüñÿ ëîãàðèôìi÷íîþ (çà îñíîâîþ a) i ïîçíà÷à¹òüñÿ y = loga x.
Òàêèì ÷èíîì, ëîãàðèôìi÷íà ôóíêöiÿ y = loga x âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi äîäàòíèõ ÷èñåë

(0,+∞) i ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó äîäàòíîìó ÷èñëó x ¹äèíå ÷èñëî y, ùî çàäîâîëüíÿ¹
ðiâíîñòi ay = x; ïðè öüîìó ÷èñëî y íàçèâà¹òüñÿ ëîãàðèôìîì ÷èñëà x çà îñíîâîþ a.

Âíàñëiäîê òåîðåìè 1.5.6 ëîãàðèôìi÷íà ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà íà iíòåðâàëi (0,+∞). Êðiì òîãî,
ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

1) ÿêùî a > 1, òî ôóíêöiÿ loga x ñòðîãî çðîñòà¹ é

lim
x→−0

loga x = −∞, lim
x→+∞

loga x = +∞.

2) ÿêùî a < 1, òî ôóíêöiÿ loga x ñòðîãî óáóâà¹ é

lim
x→−0

loga x = +∞, lim
x→+∞

loga x = −∞.

Îçíà÷åííÿ 1.5.18. Íåõàé α � äåÿêå ÷èñëî. Ôóíêöiÿ y = xα, âèçíà÷åíà äëÿ âñiõ x > 0,
íàçèâà¹òüñÿ ñòåïåíåâîþ ôóíêöi¹þ.

Òåîðåìà 1.5.8. Ñòåïåíåâà ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà íà (0,∞).
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Äîâåäåííÿ. Çàïèñóþ÷è ñòåïåíåâó ôóíêöiþ ó âèãëÿäi

y = xα = 10lg xα = 10α lg x,

áà÷èìî, ùî âîíà ¹ êîìïîçèöi¹þ äâîõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié: y = 10u òà u = α lg x. Çâiäñè òà
ç òåîðåìè 1.5.3 âèïëèâà¹ ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ.

3. Òðèãîíîìåòðè÷íi òà îáåðíåíi òðèãîíîìåòðè÷íi ôóíêöi¨
ßê âiäîìî, äî òðèãîíîìåòðè÷íèõ âiäíîñÿòüñÿ ôóíêöi¨

y = sinx, y = cosx, y = tg x =
sinx

cosx
, y = ctg x =

cosx

sinx
,

äå x � çíà÷åííÿ âiäïîâiäíîãî êóòà ó ðàäiàíàõ. Îçíà÷åííÿ ôóíêöié sinx, cosx, à òàêîæ îïèñ
âëàñòèâîñòåé òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié íàâîäÿòüñÿ â êóðñàõ åëåìåíòàðíî¨ ìàòåìàòèêè. Íà-
ãàäà¹ìî ëèøå, ùî ôóíêöi¨ sinx òà cosx âèçíà÷åíi íà ìíîæèíi âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë R, ôóíêöiÿ
tg x � íà âñié ìíîæèíi R çà âèíÿòêîì òî÷îê âèãëÿäó x = π

2
+ πk, k ∈ Z é ôóíêöiÿ ctg x �

íà âñié ìíîæèíi R çà âèíÿòêîì òî÷îê âèãëÿäó x = πk, k ∈ Z. Îêðiì òîãî, ìîæíà äîâåñòè
íàñòóïíó òåîðåìó:

Òåîðåìà 1.5.9. Êîæíà òðèãîíîìåòðè÷íà ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà íà ñâî¨é îáëàñòi âèçíà÷å-
ííÿ.

Ðîçãëÿíåìî, äàëi, îáåðíåíi òðèãîíîìåòðè÷íi ôóíêöi¨. Íåõàé f1(x) òà f2(x) � ôóíêöi¨, âè-
çíà÷åíi ðiâíîñòÿìè

f1(x) = sinx, x ∈
[
−π

2
,
π

2

]
; f2(x) = cos x, x ∈ [0, π].

Ôóíêöiÿ f1(x) ñòðîãî çðîñòà¹ é f1(−π
2
) = −1, f1(π

2
) = 1, â òîé ÷àñ ÿê ôóíêöiÿ f2(x) ñòðîãî

óáóâà¹ é f2(0) = 1, f2(π) = −1. Òîìó çà òåîðåìîþ 1.5.6 iñíóþòü íåïåðåðâíi îáåðíåíi ôóíêöi¨

arcsinx = f−1
1 (x), x ∈ [−1, 1]; arccos x = f−1

2 (x), x ∈ [−1, 1];
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 60 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

ïðè öüîìó arcsinx ñòðîãî çðîñòà¹, à arccosx ñòðîãî óáóâà¹ íà âiäðiçêó [−1, 1].
Íåõàé, äàëi, g1(x) òà g2(x) � ôóíêöi¨, âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè

g1(x) = tg x, x ∈
(
−π

2
,
π

2

)
; g2(x) = ctg x, x ∈ (0, π).

Ôóíêöiÿ g1(x) ñòðîãî çðîñòà¹ íà iíòåðâàëi (−π
2
, π

2
) é

lim
x→−π

2
+0
g1(x) = −∞, lim

x→π
2
−0
g1(x) = +∞;

ôóíêöiÿ g2(x) ñòðîãî óáóâà¹ íà iíòåðâàëi (0, π) é

lim
x→+0

g2(x) = +∞, lim
x→π−0

g2(x) = −∞.

Çâiäñè ç óðàõóâàííÿì òåîðåìè 1.5.6 âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ íåïåðåðâíèõ îáåðíåíèõ ôóíêöié

arctg x = g−1
1 (x), x ∈ R, arcctg x = g−1

2 (x), x ∈ R;

ïðè öüîìó arctg x (arcctg x) ñòðîãî çðîñòà¹ (âiäïîâiäíî óáóâà¹) é

lim
x→−∞

arctg x = −π
2
, lim

x→+∞
arctg x =

π

2
; lim

x→−∞
arcctg x = π; lim

x→+∞
arcctg x = 0.

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.5.10. Êîæíà îáåðíåíà òðèãîíîìåòðè÷íà ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà íà ñâî¨é îáëàñòi
âèçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.5.19. Åëåìåíòàðíèìè ôóíêöiÿìè íàçèâàþòüñÿ ôóíêöi¨, ÿêi çàäàþòüñÿ
çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè, ùî ìiñòèòü ëèøå àðèôìåòè÷íi îïåðàöi¨ òà êîìïîçèöi¨ îñíîâ-
íèõ åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié.
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 61 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Íàïðèêëàä, åëåìåíòàðíîþ áóäå ôóíêöiÿ

y =
2x2 + sin2(lg 4x)

arcsinx+ 2x tg 3x
.

Òåïåð ç äîâåäåíî¨ âèùå íåïåðåðâíîñòi îñíîâíèõ åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié òà ç òåîðåì 1.5.2, 1.5.3
âèïëèâà¹

Òåîðåìà 1.5.11. Êîæíà åëåìåíòàðíà ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà íà ñâî¨é îáëàñòi âèçíà÷åííÿ.
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 62 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Ïðàêòè÷íi çàâäàííÿ 1.5

1. Âèõîäÿ÷è áåñïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíîñòi, äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ f(x) = x2 íå-
ïåðåðâíà â òî÷öi x0 = 5.

2.Çíàéòè òî÷êè ðîçðèâó ôóíêöi¨ y =
4

x− 2
; ïîáóäóâàòè ¨¨ ãðàôiê.

3.Çíàéòè òî÷êè íåïåðåðâíîñòi òà òî÷êè ðîçðèâó ôóíêöié; âèÿâèòè õàðàêòåð ðîçðèâó (1-ãî
÷è 2-ãî ðîäó); ïîáóäóâàòè ãðàôiêè ôóíêöié:

3.1)f(x) = x; 3.2)f(x) =


x, ÿêùî x < 1

−x2 + 4, ÿêùî 1 ≤ x < 3
4− x, ÿêùî x ≥ 3

3.3)f(x) =


0, ÿêùî x ≤ 0

sinx, ÿêùî 0 < x ≤ π

2
1, ÿêùî x >

π

2

3.4)f(x) =
x

x

4. Íåõàé f(x) =

{
x+ 1, ÿêùî x ≤ 1

3− ax2, ÿêùî x > 1
.

Çíàéòè ÷èñëî a òàê, ùîá ôóíêöiÿ f(x) áóëà íåïåðåðâíîþ íà âñié ÷èñëîâié ïðÿìié.
5. Çíàéòè òî÷êè ðîçðèâó, ïîáóäóâàòè ãðàôiêè ôóíêöié:

5.1)f(x) =
x

x+ 3
; 5.2)f(x) = 2

1
x ; 5.3) f(x) = arctan

1

x
.

6. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ Äiðiõëå

f(x) =

{
1, ÿêùî x− ðàöiîíàëüíå ÷èñëî
0, ÿêùî x− iððàöiîíàëüíå ÷èñëî

¹ ðîçðèâíîþ â êîæíié òî÷öi x ∈ R.
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 63 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

1.6. ×óäîâi ãðàíèöi. Ðîçêðèòòÿ íåâèçíà÷åíîñòåé

1.6.1. ×óäîâi ãðàíèöi.

Ó øêiëüíîìó êóðñi ìàòåìàòèêè äîâîäèòüñÿ ðiâíiñòü

lim
x→0

sinx

x
= 1. (1.6.1.1)

Ãðàíèöÿ â ôîðìóëi (1.6.1.1) íàçèâà¹òüñÿ ïåðøîþ ÷óäîâîþ ãðàíèöåþ. Ñïðàâåäëèâà òàêîæ íà-
ñòóïíà

Òåîðåìà 1.6.1. Iñíó¹ ãðàíèöÿ

e = lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x
. (1.6.1.2)

Ãðàíèöÿ â òåîðåìi 1.6.1 íàçèâà¹òüñÿ äðóãîþ ÷óäîâîþ ãðàíèöåþ. ×èñëî e, âèçíà÷åíå ôîð-
ìóëîþ (1.6.1.2), ìà¹ äóæå âàæëèâå çíà÷åííÿ â ìàòåìàòè÷íîìó àíàëiçi. Äîâåäåíî, ùî e � iððà-
öiîíàëüíå ÷èñëî, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòÿì 2 < e < 3. Ëîãàðèôì

lnx = loge x

íàçèâà¹òüñÿ íàòóðàëüíèì ëîãàðèôìîì.

Íàñëiäîê 1.6.1. Ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1 (1.6.1.3)
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 64 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (1.6.1.2), áóäåìî ìàòè

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= lim

x→0
ln(1 + x)

1
x = ln(lim

x→0
(1 + x)

1
x ) = ln e = 1.

Ãðàíèöÿ â (1.6.1.3) íàçèâà¹òüñÿ òðåòüîþ ÷óäîâîþ ãðàíèöåþ.

1.6.2. Åêâiâàëåíòíi ôóíêöi¨. Ðîçêðèòòÿ íåâèçíà÷åíîñòåé.

Îçíà÷åííÿ 1.6.2. Äâi ôóíêöi¨ f(x) i g(x), âèçíà÷åíi â äåÿêîìó ïðîêîëîòîìó îêîëi
◦
U(a)

óçàãàëüíåíîãî ñèìâîëó a, íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè ïðè x→ a, ÿêùî lim
x→a

f(x)

g(x)
= 1.

Ïîçíà÷åííÿ åêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié: f(x)
x→a∼ g(x).

Òåîðåìà 1.6.2. Íåõàé f1(x)
x→a∼ g1(x) i f2(x)

x→a∼ g2(x). Òîäi

lim
x→a

f1(x)

f2(x)
= lim

x→a

g1(x)

g2(x)
.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî,

lim
x→a

f1(x)

f2(x)
= lim

x→a


f1(x)

g1(x)

f2(x)

g2(x)

· g1(x)

g2(x)

 =

lim
x→a

f1(x)

g1(x)

lim
x→a

f2(x)

g2(x)

· lim
x→a

g1(x)

g2(x)
= lim

x→a

g1(x)

g2(x)
.
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 65 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Ç òåîðåìè 1.6.2 âèïëèâà¹, ùî ïðè îá÷èñëåííi ãðàíèöi ÷àñòêè äâîõ ôóíêöié öi ôóíêöi¨ ìîæíà
çàìiíÿòè åêâiâàëåíòíèìè.

Òåîðåìà 1.6.3. Ïðè x→ 0 íàñòóïíi íåñêií÷åííî ìàëi ôóíêöi¨ åêâiâàëåíòíi ìiæ ñîáîþ:

x ∼ sinx ∼ tgx ∼ arcsinx ∼ arctgx ∼ ln(1 + x).

Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðèìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè áåçïîñåðåäíüî, âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ
1.6.2.

1. Îñêiëüêè lim
x→0

sinx

x
= 1, òî âiäðàçó sinx ∼ x;

2. lim
x→0

tgx

x
= lim

x→0

sinx

x cosx
= lim

x→0

sinx

x
lim
x→0

1

cosx
= 1 · 1 = 1;

3. Äëÿ îá÷èñëåííÿ ãðàíèöi lim
x→0

arcsinx

x
çðîáèìî çàìiíó çìiííî¨ x = sin y, òàê ùî y =

arcsinx, x ∈ (−1, 1). Òîäi óìîâà x→ 0 åêâiâàëåíòíà óìîâi y → 0 é, îòæå

lim
x→0

arcsinx

x
= lim

y→0

arcsin(sin y)

sin y
= lim

y→0

y

sin y
= lim

y→0

1
sin y
y

= 1;

4. çà àíàëîãi¹þ äî ïóíêòó 3 ìà¹ìî lim
x→0

arctgx

x
= 1,

5. ðiâíiñòü lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1 ¹ òðåòüîþ ÷óäîâîþ ãðàíèöåþ.
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 66 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 1.6.3 ìîæíà äîâåñòè íàñòóïíå óçàãàëüíåíå òâåðäæåííÿ:

Òåîðåìà 1.6.4. ßêùî u(x) � äåÿêà ôóíêöiÿ òàêà, ùî lim
x→a

u(x) = 0, òî ïðè x→ a íàñòóïíi

ôóíêöi¨ åêâiâàëåíòíi:

u(x) ∼ sinu(x) ∼ arcsinu(x) ∼ tg u(x) ∼ arctg u(x) ∼ ln(1 + u(x)).
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 67 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Ïðàêòè÷íi çàâäàííÿ 1.6

Çíàéòè ãðàíèöi:

1) limx→0
sin 3x

x
2) limx→0

tan kx

x
3) limx→0

sin 2x

cos 3x sin 4x

4) limx→0
2x− sinx

2x+ arctanx
5) limx→0

1− cosx

x2
6) limx→0

(
1

sinx
− 1

tanx

)
7) limx→0

sin 3x

ln(1 + x)
8) limx→∞ x sin

1

x
9) limx→0

√
x+ 4− 2

sin 5x

10) limx→∞
x− sinx

1− 5x
11) limx→∞

(
x

1 + x

)x
12) limx→∞

(
x+ 1

x− 2

)2x−1

13) limx→∞

(
3x− 4

2 + 3x

)x2
14) limx→0(1 + sin x)

1
sin x 15) limx→∞

ln cosx

x2
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 68 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Iíòåðàêòèâíi òåñòîâi çàâäàííÿ, òåñò 2

Iíòåðàêòèâíi òåñòîâi çàâäàííÿ òåñòó 2 iç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó ðîçðîáëåíi çà äàíèì ïîñi-
áíèêîì äëÿ ïåðåâiðêè ðiâíÿ çíàíü, óìiíü òà íàâè÷îê ñòóäåíòiâ, ÿêi âîíè îäåðæàëè â ïðîöåñi
âèâ÷åííÿ òåì: íåïåðåðâíi ôóíêöi¨, ÷óäîâi ãðàíèöi òà ðîçêðèòòÿ íåâèçíà÷åíîñòåé. Òåñòîâå çàâ-
äàííÿ ñêëàäàþòüñÿ ç 18 ïèòàíü ðiçíèõ ðiâíiâ ñêëàäíîñòi, ùî âêàçóþòüñÿ âiäðàçó ïiñëÿ íîìåðà
ïèòàííÿ ó âèãëÿäi êiëüêîñòi áàëiâ.

Îçíàéîìèòèñÿ ç îñîáëèâîñòÿìè âèêîíàííÿ òåñòiâ ìîæíà íà ñòîð. 46.
Äëÿ òîãî, ùîá ïåðåéòè äî áåçïîñåðåäíüîãî âèêîíàííÿ òåñòîâîãî çàâäàííÿ, íåîáõiäíî íàòè-

ñíóòè êíîïêó ¾Òåñò 2¿.
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Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Ðîçäië 2

ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÅ ×ÈÑËÅÍÍß
ÔÓÍÊÖIÉ ÎÄÍI�� ÇÌIÍÍÎ�

Ñòâîðåííÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííÿ âiäêðèëî íîâó åïîõó ó ðîçâèòêó ìàòåìàòè÷íîãî àíà-
ëiçó � íàéáiëüø  ðóíòîâíî¨ äèñöèïëiíè, ÿêà äà¹ ìîæëèâiñòü ðîçâ'ÿçóâàòè íå òiëüêè ñêëàäíi
ìàòåìàòè÷íi çàäà÷i, àëå ïðîâîäèòè ãëèáîêèé i âñåái÷íèé àíàëiç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ, â òîìó
÷èñëi i â ïðèêëàäíèõ ôiçè÷íèõ çàäà÷àõ. Ç äèôåðåíöiàëüíèì ÷èñëåííÿì ãëèáîêî ïîâ'ÿçàíi òàêi
äèñöèïëiíè ÿê òåîðiÿ ðÿäiâ, òåîðiÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà áàãàòî iíøèõ. Éîãî ìåòîäè
çíàéøëè âèêîðèñòàííÿ ó âñiõ ðîçäiëàõ ìàòåìàòèêè.

Ó äàíîìó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ ïîõiäíi, äèôåðåíöiàëè òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ â äîñëiäæåííi âëà-
ñòèâîñòåé ôóíêöié.
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Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

2.1. Ïîõiäíà òà äèôåðåíöiàë ôóíêöi¨

2.1.1. Îçíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ òà äèôåðåíöiàëà.

Îçíà÷åííÿ 2.1.1. Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) âèçíà÷åíà ó äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x0. Ïîõi-
äíîþ ôóíêöi¨ y = f(x) â òî÷öi x0 íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

(2.1.1.1)

ßêùî ãðàíèöÿ â ôîðìóëi (2.1.1.1) iñíó¹, òî ôóíêöiÿ y = f(x) íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiéîâíîþ
â òî÷öi x0.

Îçíà÷åííÿ 2.1.2. Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) âèçíà÷åíà íà äåÿêîìó ïðîìiæêó (a;x0].
Ëiâîþ ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ y = f(x) â òî÷öi x0 íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

f ′−(x0) = lim
x→x0−0

f(x)− f(x0)

x− x0

.

Îçíà÷åííÿ 2.1.3. Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) âèçíà÷åíà íà äåÿêîìó ïðîìiæêó [x0; b). Ïðà-
âîþ ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ y = f(x) â òî÷öi x0 íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

f ′+(x0) = lim
x→x0+0

f(x)− f(x0)

x− x0

.

Î÷åâèäíî, f ′(x0) iñíó¹ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü i ðiâíi ìiæ ñîáîþ ëiâà f ′−(x0) i ïðàâà
f ′+(x0) ïîõiäíi â òî÷öi x0.
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Ïîçíà÷èìî 4x = x− x0 é

4y = f(x)− f(x0) = f(x0 +4x)− f(x0), (2.1.1.2)

òàê ùî 4y ¹ ôóíêöi¹þ âiä 4x. Çìiííà 4x íàçèâà¹òüñÿ ïðèðîñòîì àðãóìåíòó, à ôóíêöiÿ 4y
âèãëÿäó (2.1.1.2) � ïðèðîñòîì ôóíêöi¨ . Ç ôîðìóëè (2.1.1.1) ìà¹ìî

f ′(x0) = lim
4x→0

f(x0 +4x)− f(x0)

4x
. (2.1.1.3)

Òàêèì ÷èíîì, ôîðìóëè (2.1.1.1) i (2.1.1.3) ðiâíîñèëüíi. Êðiì òîãî, ôîðìóëó (2.1.1.3) ìîæíà
çàïèñàòè êîðîòêî ó âèãëÿäi

f ′(x0) = lim
4x→0

4y
4x

. (2.1.1.4)

ßê âiäîìî iç øêiëüíîãî êóðñó ìàòåìàòèêè, ãåîìåòðè÷íèé çìiñò ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ y = f(x) â
òî÷öi x0 ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âîíà äîðiâíþ¹ êóòîâîìó êîåôiöi¹íòó äîòè÷íî¨ äî ãðàôiêà ôóíêöi¨
y = f(x) â òî÷öi M0 = (x0, f(x0). Òîìó ðiâíÿííÿ òàêî¨ äîòè÷íî¨ ìà¹ âèãëÿä

y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0). (2.1.1.5)

Çâ'ÿçîê ìiæ íåïåðåðâíiñòþ òà äèôåðåíöiéîâíiñòþ ôóíêöi¨ âñòàíîâëþ¹òüñÿ íàñòóïíîþ òåîðå-
ìîþ.

Òåîðåìà 2.1.1. ßêùî ôóíêöiÿ y = f(x) ìà¹ ïîõiäíó â òî÷öi x0, òî âîíà íåïåðåðâíà â öié
òî÷öi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé iñíó¹ ïîõiäíà f ′(x0). Ïîçíà÷èìî

ε(x) =
f(x)− f(x0)

x− x0

− f ′(x0), (2.1.1.6)
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òàê ùî âíàñëiäîê (2.1.1.1) lim
x→x0

ε(x) = 0 é

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + ε(x)(x− x0). (2.1.1.7)

Ç ôîðìóëè (2.1.1.7) âèïëèâà¹, ùî

lim
x→x0

f(x) = f(x0)+f ′(x0) lim
x→x0

(x−x0)+ lim
x→x0

ε(x) · lim
x→x0

(x−x0) = f(x0)+f ′(x0) ·0+0 ·0 = f(x0).

Òàêèì ÷èíîì, çà îçíà÷åííÿì 1.5.1 ôóíêöiÿ f(x) íåïåðåðâíà â òî÷öi x0.

Ç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ: ÿêùî ôóíêöiÿ ðîçðèâíà â òî÷öi x0,
òî âîíà íå ìà¹ ïîõiäíî¨ â öié òî÷öi. Òàêèì ÷èíîì, íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ â òî÷öi ¹ íåîáõiäíîþ
óìîâîþ äèôåðåíöiéîâíîñòi. Ïîðó÷ ç òèì íåïåðåðâíiñòü íå ¹ äîñòàòíüîþ óìîâîþ äèôåðåíöiéîâ-
íîñòi, òîáòî ç íåïåðåðâíîñòi â òî÷öi íå âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ïîõiäíî¨ â öié òî÷öi. Ðîçãëÿíåìî,
íàïðèêëàä, ôóíêöiþ f(x) = x, ãðàôiê ÿêî¨ çîáðàæåíî íà íàñòóïíîìó ìàëþíêó.

6

-x

y
y = x

0
�
�
�
�
�

@
@

@
@
@

Iç öüîãî ðèñ. áà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ f(x) = x íåïåðåðâíà â òî÷öi x0 = 0, àëå íå ìà¹ ïîõiäíî¨ â öié
òî÷öi, îñêiëüêè â òî÷öi O = (0, 0) íå iñíó¹ äîòè÷íî¨ äî ãðàôiêà ôóíêöi¨.

Êðiì òîãî iñíóþòü ïðèêëàäè ôóíêöié, ÿêi íåïåðåðâíi íà âñié ÷èñëîâié îñi, àëå íå ìàþòü
ïîõiäíî¨ â æîäíié òî÷öi.
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Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Òåîðåìà 2.1.2. Äëÿ òîãî, ùîá ôóíêöiÿ f(x) áóëà äèôåðåíöiéîâíîþ â òî÷öi x0, íåîáõiäíî
i äîñòàòíüî, ùîá ¨¨ ïðèðiñò (2.1.1.2) ìîæíà áóëî ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

4y = A4x+ ε(4x)4x (2.1.1.8)

ç äåÿêîþ êîíñòàíòîþ A é íåñêií÷åííî ìàëîþ ôóíêöi¹þ ε(4x) ïðè 4x → 0; ïðè öüîìó
êîíñòàíòà A â (2.1.1.8) îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ A = f ′(x0).

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ðiâíiñòü (2.1.1.8) åêâiâàëåíòíà ñïiââiäíîøåííþ

4y
4x

= A+ ε(4x) (2.1.1.9)

ç äåÿêîþ êîíñòàíòîþ A òà íåñêií÷åííî ìàëîþ ïðè 4x → 0 ôóíêöi¹þ ε(4x). Â ñâîþ ÷åð-

ãó, â ñèëó òåîðåìè 1.4.5 ðiâíiñòü (2.1.1.9) åêâiâàëåíòíà ðiâíîñòi lim
4x→0

4y
4x

= A. Çâiäñè òà ç

îçíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi x0, òàê ùî ìà¹ ìiñöå (2.1.1.8).

Îçíà÷åííÿ 2.1.4. Äèôåðåíöiàëîì ôóíêöi¨ y = f(x) â òî÷öi x0 íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíà
ôóíêöiÿ âiä çáiëüøåííÿ àðãóìåíòó 4x, âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ

dy = A4x = f ′(x0)4x. (2.1.1.10)

Ç (2.1.1.8) òà (2.1.1.10) âèïëèâà¹, ùî ïðèðiñò ôóíêöi¨ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

4y = dy + ε(4x)4x. (2.1.1.11)
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Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Ç ìiðêóâàíü ñèìåòði¨ çàïèñiâ ïîçíà÷èìî dx = 4x. Òîäi â ñèëó (2.1.1.10)

dy = f ′(x0)dx.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî f ′(x0) 6= 0. Òîäi ç ôîðìóëè (2.1.1.11) âèïëèâà¹, ùî

lim
4x→0

4y
dy

= lim
4x→0

(
1 +

ε(4x)4x
dy

)
= lim
4x→0

(
1 +

ε(4x)4x
f ′(x0)4x

)
= 1

é, îòæå, ôóíêöi¨ 4y é dy åêâiâàëåíòíi ïðè 4x → 0. Òàêèì ÷èíîì, äèôåðåíöiàë ¹ ãîëîâíîþ
÷àñòèíîþ çáiëüøåííÿ ôóíêöi¨ é òîìó ïðè ìàëèõ 4x ìà¹ìî 4y ≈ dy.

Îçíà÷åííÿ 2.1.5. Ôóíêöiÿ f(x), âèçíà÷åíà íà iíòåðâàëi (a, b), íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåí-
öiéîâíîþ íà öüîìó iíòåðâàëi, ÿêùî âîíà äèôåðåíöiéîâíà â êîæíié òî÷öi x ∈ (a, b).

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ äèôåðåíöiéîâíî¨ íà iíòåðâàëi (a, b) ôóíêöi¨ f(x) ¨ ¨ ïîõiäíà f ′(x) òàêîæ
¹ ôóíêöi¹þ, âèçíà÷åíîþ íà (a, b); ïðè öüîìó çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f ′ â êîæíié òî÷öi x0 ∈ (a, b)
îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (2.1.1.1).

Ïðèêëàä. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = c, x ∈ R (òóò c � äåÿêà êîíñòàíòà). Îñêiëüêè äëÿ
êîæíî¨ òî÷êè x0 ∈ R

f(x)− f(x0)

x− x0

=
c− c
x− x0

≡ 0,

f ′(x0) = lim
x→x0

0 = 0,

òî ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü
c′ = 0.

Òàêèì ÷èíîì, ïîõiäíà êîíñòàíòè äîðiâíþ¹ 0.

Ñòîðiíêà 74 iç 160 c©Ìîãiëåâñüêèé Â.É., Ïîäîøâåëåâ Þ.Ã., 2018

http://pnpu.edu.ua/ua/


Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 75 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

2.1.2. Ïîõiäíà ñóìè, äîáóòêó òà ÷àñòêè.

Òåîðåìà 2.1.3. Íåõàé ôóíêöi¨ f(x) é g(x) ìàþòü ïîõiäíi â òî÷öi x0. Òîäi ôóíêöi¨ h(x) =
f(x) + g(x) é k(x) = f(x)g(x) òàêîæ ìàþòü ïîõiäíi â òî÷öi x0, ÿêi îá÷èñëþþòüñÿ çà
ôîðìóëàìè

h′(x0) = f ′(x0) + g′(x0), k′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f(x0)g′(x0) (2.1.2.1)

Îêðiì òîãî, ÿêùî g(x0) 6= 0, òî ôóíêöiÿ p(x) =
f(x)

g(x)
òàêîæ ìà¹ ïîõiäíó â òî÷öi x0, ÿêà

îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëîþ

p′(x0) =
f ′(x0)g(x0)− f(x0)g′(x0)

g2(x0)
. (2.1.2.2)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ôóíêöi¨ h(x) ìà¹ìî

h(x)− h(x0)

x− x0

=
f(x)− f(x0)

x− x0

+
g(x)− g(x0)

x− x0

.

Ïåðåõîäÿ÷è ó öié ôîðìóëi äî ãðàíèöi ïðè x→ x0, îòðèìà¹ìî ïåðøó ðiâíiñòü â (2.1.2.1).
Äàëi, äëÿ ôóíêöi¨ k(x) ìà¹ìî

k(x)− k(x0) = f(x)g(x)− f(x0)g(x0) = (f(x)− f(x0))g(x) + (g(x)− g(x0))f(x0);

k(x)− k(x0)

x− x0

=
f(x)− f(x0)

x− x0

· g(x) +
g(x)− g(x0)

x− x0

· f(x0). (2.1.2.3)

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ g(x) äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi x0, òî çà òåîðåìîþ 2.1.1

lim
x→x0

g(x) = g(x0). (2.1.2.4)
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Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Òåïåð ïåðåõîäÿ÷è â (2.1.2.3) äî ãðàíèöi ïðè x→ x0, îòðèìà¹ìî äðóãó ðiâíiñòü â (2.1.2.1).
Ðîçãëÿíåìî, äàëi, ôóíêöiþ p(x). Äëÿ íå¨ áóäåìî ìàòè

p(x)− p(x0) =
f(x)

g(x)
− f(x0)

g(x0)
=

(f(x)− f(x0))g(x0)− f(x0)(g(x)− g(x0))

g(x)g(x0)

p(x)− p(x0)

x− x0

=

f(x)− f(x0)

x− x0

g(x0)− f(x0)
g(x)− g(x0)

x− x0

g(x)g(x0)
. (2.1.2.5)

Ïåðåõîäÿ÷è â (2.1.2.5) äî ãðàíèöi ïðè x→ x0 é ïðèéìàþ÷è äî óâàãè (2.1.2.4), ïðèõîäèìî äî
ôîðìóëè (2.1.2.2).

Íàñëiäîê 2.1.6. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) ìà¹ ïîõiäíó â òî÷öi x0 é c ∈ R (òîáòî c � äåÿêà
êîíñòàíòà). Òîäi ôóíêöiÿ ϕ(x) = cg(x) òàêîæ ìà¹ ïîõiäíó â òî÷öi x0, ÿêi îá÷èñëþþòüñÿ çà
ôîðìóëîþ

ϕ′(x0) = cf ′(x0). (2.1.2.6)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè c′ = 0, òî â ñèëó (2.1.2.1)

ϕ′(x0) = c′f(x0) + cf ′(x0) = cf ′(x0).

Ôîðìóëè (2.1.2.1), (2.1.2.2) òà (2.1.2.6) êîðîòêî çàïèñóþòü ó âèãëÿäi

(f + g)′ = f ′ + g′, (fg)′ = f ′g + fg′, (cf)′ = cf ′,

(
f

g

)′
=
f ′g − fg′

g2
. (2.1.2.7)
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 77 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

2.1.3. Ïîõiäíà ñêëàäíî¨ òà îáåðíåíî¨ ôóíêöi¨.

Òåîðåìà 2.1.4. Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) ìà¹ ïîõiäíó â òî÷öi x0, ôóíêöiÿ x = x(t) ìà¹
ïîõiäíó â òî÷öi t0 é x0 = x(t0). Òîäi ñêëàäíà ôóíêöiÿ y = g(t) = f(x(t)) ìà¹ ïîõiäíó â
òî÷öi t0 , ÿêà îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

g′(t0) = f ′(x0)x′(t0). (2.1.3.1)

Äîâåäåííÿ. Âíàñëiäîê (2.1.1.7) äëÿ êîæíîãî t ç äåÿêîãî ïðîêîëîòîãî îêîëó
◦
U(t0) ìà¹ìî

g(t) = f(x(t)) = f(x0) + f ′(x0)(x(t)− x0) + ε(x(t))(x(t)− x0) =

= f(x(t0)) + f ′(x0)(x(t)− x(t0)) + ε(x(t))(x(t)− x(t0))

é, îñêiëüêè f(x(t0)) = g(t0), òî

g(t)− g(t0) = f ′(x0)(x(t)− x(t0)) + ε(x(t))(x(t)− x(t0)),

g(t)− g(t0)

t− t0
= f ′(x0)

x(t)− x(t0)

t− t0
+ ε(x(t))

x(t)− x(t0)

t− t0
. (2.1.3.2)

Ôóíêöiÿ x(t) äèôåðåíöiéîâíà é, îòæå, íåïåðåðâíà â òî÷öi t0. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî lim
t→t0

x(t) =

x0 é, îñêiëüêè lim
x→x0

ε(x) = 0 , òî lim
t→t0

ε(x(t)) = 0. Òåïåð ïåðåõîäÿ÷è â (2.1.3.2) äî ãðàíèöi ïðè

t→ t0, îòðèìó¹ìî ôîðìóëó (2.1.3.1).

Íàñëiäîê 2.1.7. Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) äèôåðåíöiéîâíà íà iíòåðâàëi (a, b), à ôóíêöiÿ x =
ϕ(t) äèôåðåíöiéîâíà íà iíòåðâàëi (α, β). Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî ϕ(t) ∈ (a, b), t ∈ (α, β). Òîäi
ñêëàäíà ôóíêöiÿ g(t) = f(ϕ(t)) âèçíà÷åíà íà iíòåðâàëi (α, β) i ìà¹ ïîõiäíó â êîæíié òî÷öi
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 78 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

öüîãî iíòåðâàëó, ÿêà îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

g′(t) = f ′(ϕ(t))ϕ′(t).

Òåîðåìà 2.1.5. Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) íåïåðåðâíà i ñòðîãî ìîíîòîííà â äåÿêîìó îêîëi
U(x0) òî÷êè x0, òàê ùî â ñèëó òåîðåìè 1.5.6 îáåðíåíà ôóíêöiÿ x = f−1(y) âèçíà÷åíà â
äåÿêîìó îêîëi U(y0) òî÷êè y0 = f(x0). Òîäi ÿêùî iñíó¹ ïîõiäíà f ′(x0) 6= 0, òî ôóíêöiÿ
f−1(y) ìà¹ ïîõiäíó (f−1)′(y0) â òî÷öi y0 é äî òîãî æ

(f−1)′(y0) =
1

f ′(x0)
. (2.1.3.3)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {yn}∞1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü òàêà, ùî yn ∈ U(y0), yn 6= y0, n ∈ N é
yn → y0. Ïîçíà÷èìî xn = f−1(yn), òàê ùî yn = f(xn). Îñêiëüêè çà òåîðåìîþ 1.5.6 ôóíêöiÿ
f−1(y) íåïåðåðâíà é ñòðîãî ìîíîòîííà â U(y0), òî xn 6= x0, n ∈ N é xn → x0. Òîìó ìîæåìî
íàïèñàòè

f−1(yn)− f−1(y0)

yn − y0

=
1

yn − y0

f−1(yn)− f−1(y0)

=
1

f(xn)− f(x0)

xn − x0

(2.1.3.4)

Äàëi, ç îçíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ âèïëèâà¹, ùî

lim
n→∞

f(xn)− f(x0)

xn − x0

= f ′(x0).

Òåïåð ïåðåõîäÿ÷è â (2.1.3.4) äî ãðàíèöi ïðè n→∞, îòðèìó¹ìî

lim
n→∞

f−1(yn)− f−1(y0)

yn − y0

=
1

lim
n→∞

f(xn)− f(x0)

xn − x0

=
1

f ′(x0)
.
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 79 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Çâiäñè òà ç îçíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Íàñëiäîê 2.1.8. Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) ñòðîãî ìîíîòîííà é ìà¹ ïîõiäíó f ′(x) íà âiäðiçêó
[a, b]. Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî f ′(x) 6= 0, x ∈ [a, b]. Òîäi îáåðíåíà ôóíêöiÿ x = f−1(y) âèçíà÷åíà
i ìà¹ ïîõiäíó (f−1)′(y) íà âiäðiçêó ç êiíöÿìè f(a) òà f(b), ùî îá÷èñëþ¹òüñÿ íà öüîìó âiäðiçêó
çà ôîðìóëîþ

(f−1)′(y) =
1

f ′(f−1(y))
. (2.1.3.5)

Âiäçíà÷èìî, ùî â ïðàâié ÷àñòèíi ôîðìóëè (2.1.3.5) ó çíàìåííèêó çíàõîäèòüñÿ êîìïîçèöiÿ
ôóíêöié y = f ′(x) òà x = f−1(y).

2.1.4. Ïîõiäíi åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié.

Ó äàíîìó ïàðàãðàôi îá÷èñëþþòüñÿ ïîõiäíi îñíîâíèõ åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié.

1. f(x) = x.

Äëÿ êîæíî¨ ôiêñîâàíî¨ òî÷êè x ∈ R ìà¹ìî

f(x+4x)− f(x)

4x
=
x+4x− x
4x

= 1

f ′(x) = lim
4x→0

f(x+4x)− f(x)

4x
= lim
4x→0

1 = 1

Âèñíîâîê: x′ = 1.

2. f(x) = lnx, x > 0.
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 80 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Äëÿ êîæíî¨ ôiêñîâàíî¨ òî÷êè x > 0 ìà¹ìî

f(x+4x)− f(x) = ln(x+4x)− lnx = ln
x+4x

x
= ln

(
1 +
4x
x

)

f(x+4x)− f(x)

4x
=

ln

(
1 +
4x
x

)
4x

=

ln

(
1 +
4x
x

)
4x
x

· 1

x

Çâiäñè âèêîðèñòîâóþ÷è òðåòþ ÷óäîâó ãðàíèöþ, îòðèìó¹ìî

f ′(x) = lim
4x→0

f(x+4x)− f(x)

4x
=

1

x
lim
4x→0

ln

(
1 +
4x
x

)
4x
x

=
1

x

Âèñíîâîê: (lnx)′ =
1

x
, x ∈ (0,+∞).

3. f(x) = ex, x ∈ R.
Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ g(x) = lnx (x > 0), îáåðíåíîþ äî ÿêî¨ ¹ ôóíêöiÿ x = g−1(y) = ey.
Çãiäíî ç ôîðìóëîþ (2.1.3.5) ìà¹ìî

(ey)′ = (g−1)′(y) =
1

g′(g−1(y))
=

 g′(x) = (ln x)′ =
1

x

g′(g−1(y)) =
1

ey

 =
1
1

ey

= ey

Âèñíîâîê : (ex)′ = ex.
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 81 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

4. f(x) = xα, x > 0.

Îñêiëüêè
f(x) = xα = elnxα = eα lnx,

òî ôóíêöiÿ f(x) ¹ êîìïîçèöi¹þ ôóíêöi¨ y = g(u) = eu òà u = u(x) = α lnx. Òåïåð çãiäíî ç
íàñëiäêîì 2.1.7 ìà¹ìî

f ′(x) = g′(u(x))u′(x) = eα lnx

(
α

1

x

)
= αxα · 1

x
.

Âèñíîâîê: (xα)′ = αxα−1, x > 0

5. f(x) = sinx, x ∈ R.
Äëÿ êîæíî¨ ôiêñîâàíî¨ òî÷êè x ∈ R ìà¹ìî

f(x+4x)− f(x) = sin(x+4x)− sinx = 2 sin
x+4x− x

2
cos

x+4x+ x

2
=

= 2 sin
4x
2

cos

(
x+
4x
2

)
,

f ′(x) = lim
4x→0

f(x+4x)− f(x)

4x
= lim
4x→0

2 sin
4x
2

cos

(
x+
4x
2

)
4x

=

= lim
4x→0

sin
4x
2

4x
2

· lim
4x→0

cos

(
x+
4x
2

)
.
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 82 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðøó ÷óäîâó ãðàíèöþ, îòðèìà¹ìî

lim
4x→0

sin
4x
2

4x
2

= 1.

Êðiì òîãî, ç íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ cosx âèïëèâà¹, ùî

lim
4x→0

cos

(
x+
4x
2

)
= cosx.

Òîìó
f ′(x) = 1 · cosx = cosx.

Âèñíîâîê: (sinx)′ = cosx, x ∈ R.

6. f(x) = cos x, x ∈ R.
Ïðåäñòàâèìî ôóíêöiþ cosx ó âèãëÿäi cosx = sin(π

2
− x). Òîäi çà íàñëiäêîì 2.1.7 áóäåìî

ìàòè

(cosx)′ = (sin(
π

2
− x))′ = cos(

π

2
− x) · (π

2
− x)′ = sinx · (−1) = − sinx

Âèñíîâîê: (cosx)′ = − sinx, x ∈ R.

7. f(x) = tg x

Çà ôîðìóëîþ (2.1.2.2) ìà¹ìî

(tg x)′ =

(
sinx

cosx

)′
=

(sinx)′ cosx− (cosx)′ sinx

cos2 x
=

cos2 x+ sin2 x

cos2 x
=

1

cos2 x
.
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 83 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Âèñíîâîê:(tg x)′ =
1

cos2 x

8. f(x) = ctg x

Çà ôîðìóëîþ (2.1.2.2) ìà¹ìî

(ctg x)′ =
(cosx

sinx

)′
=

(cosx)′ sinx− (sinx)′ cosx

sin2 x
=
− sin2 x− cos2 x

sin2 x
= − 1

sin2 x
.

Âèñíîâîê: (ctg x)′ = − 1

sin2 x

9. f(x) = arcsin x, x ∈ (−1, 1).

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ g(x) = sin x, x ∈ (−π
2
, π

2
), îáåðíåíîþ äî ÿêî¨ ¹ ôóíêöiÿ x = g−1(y) =

arcsin y. Çãiäíî ç ôîðìóëîþ (2.1.3.5) ìà¹ìî

(arcsin y)′ = (g−1)′(y) =
1

g′(g−1(y))
=

[
g′(x) = (sinx)′ = cosx
g′(g−1(y)) = cos(arcsin y)

]
=

1

cos(arcsin y)
=

=
1√

1− sin2(arcsin y)
− 1√

1− y2
.

Âèñíîâîê : (arcsinx)′ =
1√

1− x2
, x ∈ (−1, 1).

10. f(x) = arccos x, x ∈ (−1, 1).

Àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó ïóíêòó äîâîäèòüñÿ ôîðìóëà

(arccosx)′ = − 1√
1− x2

, x ∈ (−1, 1).
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 84 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

11. f(x) = arctg x, x ∈ R.
Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ g(x) = tg x, x ∈ (−π

2
, π

2
), îáåðíåíîþ äî ÿêî¨ ¹ ôóíêöiÿ x = g−1(y) =

arctg y. Çãiäíî ç ôîðìóëîþ (2.1.3.5) ìà¹ìî

(arctg y)′ = (g−1)′(y) =
1

g′(g−1(y))
=

 g′(x) = (tg x)′ =
1

cos2 x

g′(g−1(y)) =
1

cos2(arctg y)

 = cos2(arctg y) =

=
1

1 + tg2(arctg y)
=

1

1 + y2
.

Âèñíîâîê : (arctg x)′ =
1

1 + x2
, x ∈ R.

12. f(x) = arcctg x, x ∈ R.
Àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó ïóíêòó äîâîäèòüñÿ ôîðìóëà

(arcctg x)′ = − 1

1 + x2
, x ∈ R.

Òåïåð iç òåîðåìè 2.1.7 âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ: ÿêùî u = u(x) � äèôåðåíöiéîâíà ôóí-
êöiÿ, òî

(lnu)′ =
u′

u
; (eu)′ = eu u′; (uα)′ = αuα−1 u′;

(sinu)′ = cosu · u′; (cosu)′ = − sinu · u′; (tg u)′ =
u′

cos2 u
;

(ctg u)′ = − u′

sin2 u
; (arcsinu)′ =

u′√
1− u2

; (arccosu)′ = − u′√
1− u2

;

(arctg u)′ =
u′

1 + u2
; (arcctg u)′ = − u′

1 + u2
.
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Íàâåäåíi ôîðìóëè ñóìiñíî ç ôîðìóëàìè (2.1.2.7) äîçâîëÿþòü çíàéòè ïîõiäíó áóäü-ÿêî¨ åëåìåí-
òàðíî¨ ôóíêöi¨.

2.1.5. Ïîõiäíi âèùèõ ïîðÿäêiâ.

Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) ìà¹ ïîõiäíó â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x0, òàê ùî ïîõiäíà f ′(x) ñàìà
¹ ôóíêöi¹þ, âèçíà÷åíîþ â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x0.

Îçíà÷åííÿ 2.1.9. ßêùî iñíó¹ ïîõiäíà ôóíêöi¨ f ′(x) â òî÷öi x0, òî âîíà íàçèâà¹òüñÿ
ïîõiäíîþ äðóãîãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ f(x) â òî÷öi x0 é ïîçíà÷à¹òüñÿ f ′′(x0).

Òàêèì ÷èíîì, çà îçíà÷åííÿì

f ′′(x0) = lim
4x→0

f ′(x0 +4x)− f ′(x0)

4x
.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ïîõiäíà äðóãîãî ïîðÿäêó f ′′(x) iñíó¹ â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x0. Òîäi
¨¨ ïîõiäíà â òî÷öi x0 (ÿêùî âîíà iñíó¹) íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíîþ òðåòüîãî ïîðÿäêó é ïîçíà÷à¹òüñÿ
f (3)(x0), òîáòî f (3)(x0) = (f ′′)′(x0). Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ, ìîæíà çà iíäóêöi¹þ âèçíà÷èòè
ïîõiäíó äîâiëüíîãî ïîðÿäêó n â òî÷öi x0, à ñàìå

Îçíà÷åííÿ 2.1.10. Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) ìà¹ ïîõiäíó (n-1) ïîðÿäêó f (n−1)(x) â äå-
ÿêîìó îêîëi òî÷êè x0. Òîäi ïîõiäíà ôóíêöi¨ f (n−1)(x) â òî÷öi x0 íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíîþ
n-ãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ f(x) â òî÷öi x0 é ïîçíà÷à¹òüñÿ f (n)(x0).

Çãiäíî ç íàäàíàèì îçíà÷åííÿì

f (n)(x0) = lim
4x→0

f (n−1)(x0 +4x)− f (n−1)(x0)

4x
.
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Ïîõiäíà ïîðÿäêó n ôóíêöi¨ y = f(x) ïîçíà÷à¹òüñÿ òàêîæ y(n) àáî
dny

dyn
.

Îçíà÷åííÿ 2.1.11. Ôóíêöiÿ y = f(x) íàçèâà¹òüñÿ n ðàç (íåïåðåðâíî) äèôåðåíöiéîâíîþ
íà iíòåðâàëi (a, b), ÿêùî âîíà ìà¹ (íåïåðåðâíó) ïîõiäíó ïîðÿäêó n íà öüîìó iíòåðâàëi.
Ôóíêöiÿ y = f(x) íàçèâà¹òüñÿ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíîþ íà (a, b), ÿêùî âîíà ìà¹ íà
iíòåðâàëi (a; b) ïîõiäíó äîâiëüíîãî ïîðÿäêó n.

Iç öüîãî îçíà÷åííÿ òà ç òåîðåìè 2.1.1 âèïëèâà¹, ùî n ðàç íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà íà
iíòåðâàëi ôóíêöiÿ ìà¹ íà öüîìó iíòåðâàëi íåïåðåðâíi ïîõiäíi âñiõ ïîðÿäêiâ äî ïîðÿäêó n âêëþ-
÷íî.
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Ïðàêòè÷íi çàâäàííÿ 2.1

1. Çíàéòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ äî ïàðàáîëè y = x2 â òî÷öi M = (3, 9).
2. Â ÿêié òî÷öi äîòè÷íà äî ïàðàáîëè y = x3

a)ïàðàëåëüíà îñi 0x b)óòâîðþ¹ ç âiññþ 0x êóò 45◦

3. f(x) = 2x3 − 3x+ 1; çíàéòè f ′(1), f ′(0), f ′(
1

3
).

4. Çíàéòè ïîõiäíi íàñòóïíèõ ôóíêöié:

4.1)y = 3x2 − 5x+ 1 4.2)y =
√
x− 1

x
+

3
√
x2 4.3)y =

x2 + x− 1

x3 + 1
4.4)y =

x

1− cosx
4.5)y = ln cos(x2 + 1) 4.6)y =

arccosx

x
4.7)y = 3

√
1 + x

√
x+ 3 4.8)y = e

1
ln x 4.9)y = xx

2

4.10)y = (sinx)cosx 4.11)y = x arcsin(lnx) 4.12)y = ex sinx cos3 x

4.13)y =
ex

2

ex + e−x
4.14)y = arcsin

x− 1

x
4.15)y =

ex + e−x

ex − e−x
5. ×è áóäóòü ôóíêöi¨

f(x) =

{
x sin

1

x
, x 6= 0

0, x = 0
g(x) =

{
x2 sin

1

x
, x 6= 0

0, x = 0

íåïåðåðâíèìè â òî÷öi x = 0? Ìàòè ïîõiäíó â öié òî÷öi?
6. Çíàéòè äèôåðåíöiàë ôóíêöi¨ y = f(x) â òî÷öi x0:

6.1)y = 0.25
√
x; x0 = 1; 6.2)y =

x3 + 1

x3 − 1
; x0 = 0

7. Çà äîïîìîãîþ äèôåðåíöiàëà çíàéòè íàáëèæåíi çíà÷åííÿ.
7.1)
√

1.01 7.2) arctg(1.02) 7.3) arcsin(0.4983)
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2.2. Òåîðåìè ïðî ñåðåäí¹ äëÿ äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié

2.2.1. Òåîðåìà Ôåðìà.

Òåîðåìà 2.2.1 (òåîðåìà Ôåðìà). Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) âèçíà÷åíà íà iíòåðâàëi (a; b) i
äîñÿãà¹ â äåÿêié òî÷öi x0 ∈ (a; b) ñâîãî íàéáiëüøîãî àáî íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ. Òîäi ÿêùî
ôóíêöiÿ f(x) äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi x0, òî f

′(x0) = 0.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî äëÿ âèçíà÷åíîñòi, ùî â òî÷öi x0 äîñÿãà¹òüñÿ íàéáiëüøå çíà÷åííÿ,
òîáòî f(x0) ≥ f(x) äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ (a, b). Òîäi

f(x)− f(x0)

x− x0

≤ 0, x > x0;
f(x)− f(x0)

x− x0

≥ 0, x < x0.

Ïåðåõîäÿ÷è â öèõ íåðiâíîñòÿõ âiäïîâiäíî äî ïðàâî¨ òà ëiâî¨ ãðàíèöi, îòðèìà¹ìî

f ′(x0) = f ′+(x0) = lim
x→x0+0

f(x)− f(x0)

x− x0

≤ 0, f ′(x0) = f ′−(x0) = lim
x→x0−0

f(x)− f(x0)

x− x0

≥ 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî f ′(x0) = 0.
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2.2.2. Òåîðåìè Ðîëëÿ, Ëàãðàíæà i Êîøi.

Òåîðåìà 2.2.2 (òåîðåìà Ðîëëÿ). Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) âèçíà÷åíà íà âiäðiçêó [a, b] i
çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

1. f(x) íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [a, b];

2. ïîõiäíà f ′(x) iñíó¹ íà iíòåðâàëi (a, b);

3. f(a) = f(b), òîáòî íà êiíöÿõ âiäðiçêó ôóíêöiÿ íàáóâà¹ ðiâíi çíà÷åííÿ.

Òîäi iñíó¹ òî÷êà c ∈ (a, b) òàêà, ùî f ′(c) = 0.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f(x) íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [a, b], òî çãiäíî ç òåîðåìîþ Âåé¹ð-
øòðàñà âîíà äîñÿãà¹ íà íüîìó íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ m i íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ M . Ðîçãëÿ-
íåìî íàñòóïíi ìîæëèâi âèïàäêè:

1. m = M = C. Òîäi f(x) = C i, îòæå, f ′(x) = C ′ = 0, x ∈ (f, b). Òåïåð óçÿâøè â ÿêîñòi c
äîâiëüíó òî÷êó ç (a; b), ìàòèìåìî f ′(c) = 0.

2. m < M . Òîäi çãiäíî ç òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàñà çíàéäóòüñÿ òàêi òî÷êè x1, x2 ∈ [a, b], ùî
f(x1) = m, f(x2) = M . Îñêiëüêè f(a) = f(b), òî õî÷à á îäíà ç òî÷îê x1 àáî x2 ëåæèòü
íà iíòåðâàëi (a, b) i çãiäíî ç òåîðåìîþ Ôåðìà â öié òî÷öi ïîõiäíà ôóíêöi¨ f äîðiâíþ¹
íóëþ.
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Òåîðåìà 2.2.3 (òåîðåìà Ëàãðàíæà). Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [a, b] i
äèôåðåíöiéîâíà íà iíòåðâàëi (a, b). Òîäi çíàéäåòüñÿ òî÷êà c ∈ (a, b) òàêa, ùî

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c). (2.2.2.1)

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âèçíà÷åíó íà âiäðiçêó [a, b] ôóíêöiþ

F (x) = f(x)− kx,

äå k � äåÿêå ÷èñëî. Öÿ ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [a, b], îñêiëüêè ôóíêöiÿ f(x) íåïå-
ðåðâíà íà öüîìó âiäðiçêó. Äàëi, çà òåîðåìîþ 2.1.3 ôóíêöiÿ F (x) ìà¹ ïîõiäíó â êîæíié òî÷öi
iíòåðâàëó (a, b), ùî îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

F ′(x) = f ′(x)− k, x ∈ (a, b).

Òåïåð âèáåðåìî êîíñòàíòó k òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà F (a) = F (b), òîáòî f(b) − kb =
f(a)− ka. Äëÿ öüîãî íåîáõiäíî ïîêëàñòè

k =
f(b)− f(a)

b− a
. (2.2.2.2)

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî k âèçíà÷åíî ôîðìóëîþ (2.2.2.2), òî ôóíêöiÿ F (x) çàäîâîëüíÿ¹ âñiì
óìîâàì òåîðåìè Ðîëëÿ. Çãiäíî ç öi¹þ òåîðåìîþ çíàéäåòüñÿ òî÷êà c ∈ (a, b) òàêà, ùî F ′(c) = 0,
òîáòî f ′(c)− k = 0. Îòæå, â òî÷öi c ìà¹ìî

f ′(c) = k =
f(b)− f(a)

b− a
.
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Ôîðìóëó (2.2.2.1) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a), c ∈ (a, b) (2.2.2.3)

Ôîðìóëà (2.2.2.3) íàçèâà¹òüñÿ ôîðìóëîþ ñêií÷åíèõ ïðèðîñòiâ, àáî ôîðìóëîþ Ëàãðàíæà. Âiä-
çíà÷èìî, ùî öÿ ôîðìóëà ¹ òàêîæ âiðíîþ ó âèïàäêó b < a, ÿêùî òiëüêè ïiä òî÷êîþ c ðîçóìiòè
äåÿêó òî÷êó, ùî ëåæèòü ìiæ òî÷êàìè a òà b.

Íàñòóïíà òåîðåìà, ÿêó ìè íàâîäèìî áåç äîâåäåííÿ, ¹ óçàãàëüíåííÿì òåîðåìè Ëàãðàíæà.

Òåîðåìà 2.2.4 (òåîðåìà Êîøi). Íåõàé ôóíêöi¨ f(x) òà g(x) âèçíà÷åíi íà âiäðiçêó [a, b] i
çàäîâîëüíÿþòü òàêi óìîâè:

1. f(x) i g(x) íåïåðåðâíi íà âiäðiçêó [a, b];

2. f(x) i g(x) äèôåðåíöiéîâíi íà iíòåðâàëi (a, b);

3. ïðè âñiõ x ∈ (a; b) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà g′(x) 6= 0.

Òîäi iñíó¹ òî÷êà c ∈ (a, b) òàêà, ùî

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(c)

g′(c)
(2.2.2.4)

Ôîðìóëà (2.2.2.4) íàçèâà¹òüñÿ ôîðìóëîþ Êîøi. Ó âèïàäêó g(x) = x ôîðìóëà Êîøi çáiãà¹-
òüñÿ ç ôîðìóëîþ Ëàãðàíæà.

Ñòîðiíêà 91 iç 160 c©Ìîãiëåâñüêèé Â.É., Ïîäîøâåëåâ Þ.Ã., 2018

http://pnpu.edu.ua/ua/


Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 92 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

2.2.3. Ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ.

Äëÿ ðîçêðèòòÿ íåâèçíà÷åíîñòåé âèäó

[
0

0

]
i
[∞
∞

]
ìîæå âèêîðèñòîâóâàòèñü ïðàâèëî Ëîïiòà-

ëÿ, ÿêå ñôîðìóëüîâàíå íèæ÷å ó âèãëÿäi äåêiëüêîõ òåîðåì.

Òåîðåìà 2.2.5. Íåõàé ôóíêöi¨ f(x) i g(x) âèçíà÷åíi íà iíòåðâàëi (x0, b) i çàäîâîëüíÿþòü
íàñòóïíèì óìîâàì:

1. iñíóþòü ïîõiäíi f ′(x) i g′(x) íà (x0, b) i g
′(x) 6= 0 äëÿ êîæíîãî x ∈ (x0, b);

2. lim
x→x0+0

f(x) = lim
x→x0+0

g(x) = 0;

3. iñíó¹ ñêií÷åíà àáî íåñêií÷åííà ïðàâà ãðàíèöÿ lim
x→x0+0

f ′(x)

g′(x)
.

Òîäi iñíó¹ ñêií÷åíà àáî íåñêií÷åííà ïðàâà ãðàíèöÿ lim
x→x0+0

f(x)

g(x)
é âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
x→x0+0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0+0

f ′(x)

g′(x)
. (2.2.3.1)

Äîâåäåííÿ. Äîâèçíà÷èìî ôóíêöi¨ f(x) i g(x) â òî÷öi x0, ïîêëàâøè f(x0) = g(x0) = 0. Òîäi
âíàñëiäîê óìîâè 2 ôóíêöi¨ f(x) i g(x) ñòàíóòü íåïåðåðâíèìè ñïðàâà â òî÷öi x0. Çàôiêñó¹ìî
äîâiëüíå x ∈ (x0, b) i ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ f(t) i g(t), äå t ∈ [x0, x]. Îñêiëüêè íà âiäðiçêó [x0, x]
ôóíêöi¨ f(t) i g(t) çàäîâîëüíÿþòü âñiì óìîâàì òåîðåìè Êîøi, òî çãiäíî ç ôîðìóëîþ Êîøi
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(2.2.2.4) ìà¹ìî
f(x)

g(x)
=
f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
=
f ′(c)

g′(c)
, (2.2.3.2)

äå c = c(x) � äåÿêà òî÷êà, ùî çàëåæèòü âiä x i ëåæèòü íà iíòåðâàëi (x0, x). Ïåðåéäåìî â
(2.2.3.2) äî ãðàíèöi ïðè x → x0 + 0. Îñêiëüêè òî÷êà c ëåæèòü ìiæ òî÷êàìè x0 i x, òî ïðè
x→ x0 + 0 ìà¹ìî òàêîæ c→ x0 + 0. Òîìó ç ôîðìóëè (2.2.3.2) îòðèìà¹ìî

lim
x→x0+0

f(x)

g(x)
= lim

c→x0+0

f ′(c)

g′(c)
= lim

x→x0+0

f ′(x)

g′(x)
.

Iç âiäïîâiäíèìè çìiíàìè òåîðåìà 2.2.5 ¹ âiðíîþ íå òiëüêè äëÿ ïðàâèõ ãðàíèöü, àëå é äëÿ

ãðàíèöü lim
x→a

f(x)

g(x)
, äå a � óçàãàëüíåíà òî÷êà (äèâ. îçíà÷åííÿ 1.4.13). Òàêèì ÷èíîì, ïðàâèëî

Ëîïiòàëÿ äëÿ ðîçêðèòòÿ íåâèçíà÷åíîñòåé âèãëÿäó

[
0

0

]
ìîæíà çàïèñàòè ôîðìóëîþ

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
, (2.2.3.3)

äå a äîðiâíþ¹ îäíîìó ç ñèìâîëiâ x0, x0 + 0, x0 − 0, +∞, −∞, ∞.

Çà àíàëîãi¹þ ìîæíà äîâåñòè ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ äëÿ ðîçêðèòòÿ íåâèçíà÷åíîñòåé
[∞
∞

]
. Cïðà-

âåäëèâîþ ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.
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Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Òåîðåìà 2.2.6. Íåõàé ôóíêöi¨ f(x) i g(x) âèçíà÷åíi íà iíòåðâàëi (x0, b) i çàäîâîëüíÿþòü
óìîâè:

1. iñíóþòü ïîõiäíi f ′(x) i g′(x) íà (x0, b) i g
′(x) 6= 0 äëÿ êîæíîãî x ∈ (x0, b);

2. lim
x→x0+0

f(x) = lim
x→x0+0

g(x) =∞,

3. iñíó¹ ñêií÷åíà àáî íåñêií÷åííà ãðàíèöÿ lim
x→x0+0

f ′(x)

g′(x)
,

Òîäi iñíó¹ ãðàíèöÿ lim
x→x0+0

f(x)

g(x)
é

lim
x→x0+0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0+0

f ′(x)

g′(x)
.

Àíàëîãi÷íà òåîðåìà ¹ âiðíîþ òàêîæ äëÿ äîâiëüíî¨ óçàãàëüíåíî¨ òî÷êè a i, îòæå, ïðàâè-

ëî Ëîïiòàëÿ äëÿ ðîçêðèòòÿ íåâèçíà÷åíîñòi
[∞
∞

]
òàêîæ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ôîðìóëè

(2.2.3.3)
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Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Ïðàêòè÷íi çàâäàííÿ 2.2

1. Ïåðåâiðèòè ñïðàâåäëèâiñòü òåîðåìè Ðîëëÿ äëÿ ôóíêöi¨ y = x3 + 4x2− 7x− 10 íà âiäðiçêó
[−1, 2].

2. Íàïèñàòè ôîðìóëó Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöi¨
2.1)y = sin 3x íà âiäðiçêó [x1, x2]; 2.2) y = x(1− lnx) íà âiäðiçêó [a, b]
3. Ïåðåâiðèòè ñïðàâåäëèâiñòü òåîðåìè Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöi¨ y = lnx íà âiäðiçêó [1, e].
4. Çíàéòè íàñòóïíi ãðàíèöi çà äîïîìîãîþ ïðàâèëà Ëîïiòàëÿ

4.1) limx→a

3
√
x− 3
√
a√

x−
√
a

4.2) limx→+∞
lnx

x
4.3) limx→+∞

ex

x3
4.4) limx→0

ex − 1

sinx

4.5) limx→0
x− arctanx

x3
4.6) limx→0

ex
2 − 1

cosx− 1
4.7) limx→0

ln sin 2x

ln sinx
4.8) limx→1

lnx

1− x3
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Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Iíòåðàêòèâíi òåñòîâi çàâäàííÿ, òåñò 3

Iíòåðàêòèâíi òåñòîâi çàâäàííÿ òåñòó 3 iç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó ðîçðîáëåíi çà äàíèì ïîñi-
áíèêîì äëÿ ïåðåâiðêè ðiâíÿ çíàíü, óìiíü òà íàâè÷îê ñòóäåíòiâ, ÿêi âîíè îäåðæàëè â ïðîöåñi
âèâ÷åííÿ òåì: ïîõiäíà òà äèôåðåíöiàë ôóíêöi¨, òåîðåìè ïðî ñåðåäí¹ äëÿ äèôåðåíöiéîâíèõ
ôóíêöié. Òåñòîâå çàâäàííÿ ñêëàäàþòüñÿ ç 30 ïèòàíü ðiçíèõ ðiâíiâ ñêëàäíîñòi, ùî âêàçóþòüñÿ
âiäðàçó ïiñëÿ íîìåðà ïèòàííÿ ó âèãëÿäi êiëüêîñòi áàëiâ.

Îçíàéîìèòèñÿ ç îñîáëèâîñòÿìè âèêîíàííÿ òåñòiâ ìîæíà íà ñòîð. 46.
Äëÿ òîãî, ùîá ïåðåéòè äî áåçïîñåðåäíüîãî âèêîíàííÿ òåñòîâîãî çàâäàííÿ, íåîáõiäíî íàòè-

ñíóòè êíîïêó ¾Òåñò 3¿.
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Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

2.3. Äîñëiäæåííÿ ôóíêöié çà äîïîìîãîþ ïîõiäíèõ

2.3.1. Îçíàêè ìîíîòîííîñòi òà ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìiâ.

Òåîðåìà 2.3.1. Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) ìà¹ ïîõiäíó íà iíòåðâàëi (a, b) é f ′(x) > 0 (f ′(x) <
0) äëÿ êîæíîãî x ∈ (a, b). Òîäi ôóíêöiÿ f(x) ¹ ñòðîãî çðîñòàþ÷îþ (âiäïîâiäíî ñòðîãî
ñïàäàþ÷îþ) íà (a, b).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x1, x2 ∈ (a, b) i x1 < x2. Òîäi íà âiäðiçêó [x1, x2] ôóíêöiÿ f(x) çàäîâîëüíÿ¹
âñi óìîâè òåîðåìè Ëàãðàíæà é çà ôîðìóëîþ Ëàãðàíæà ìà¹ìî

f(x2)− f(x1) = f ′(c)(x2 − x1) (2.3.1.1)

äëÿ äåÿêîãî c ∈ (x1, x2). ßêùî ïîõiäíà f ′(x) äîäàòíà íà (a, b), òî â ôîðìóëi (2.3.1.1) f ′(c) > 0.
Çâiäñè f(x2) − f(x1) > 0 i, îòæå f(x2) > f(x1) äëÿ äîâiëüíèõ x1, x2 ∈ (a, b). Òàêèì ÷èíîì,
ôóíêöiÿ y = f(x) ñòðîãî çðîñòà¹ íà (a, b). Àíàëîãi÷íî ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê f ′(x) < 0.

Îçíà÷åííÿ 2.3.1. Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) âèçíà÷åíà íà iíòåðâàëi (a, b). Òî÷êà x0 ∈
(a, b) íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó (ìiíiìóìó) äëÿ ôóíêöi¨ f(x), ÿêùî
iñíó¹ îêië U(x0) ⊂ (a, b) òàêèé, ùî ïðè âñiõ x ∈ U(x0) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü f(x) ≤
f(x0) (âiäïîâiäíî f(x) ≥ f(x0)).
Òî÷êà ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó àáî ìàêñèìóìó íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ ëîêàëüíîãî åêñòðåìó-
ìó.

Ó íàñòóïíèõ òðüîõ òåîðåìàõ ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à çíàõîäæåííÿ òî÷îê ëîêàëüíîãî åêñòðå-
ìóìó äëÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ y = f(x).
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Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Òåîðåìà 2.3.2 (íåîáõiäíà óìîâà ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó). ßêùî x0 � òî÷êà ëîêàëüíîãî
åêñòðåìóìó, òî ìîæëèâèìè ¹ òiëüêè 2 âèïàäêè:

1. ó òî÷öi x0 íå iñíó¹ ïîõiäíî¨,

2. ó òî÷öi x0 iñíó¹ ïîõiäíà i äî òîãî æ f ′(x0) = 0.

Äîâåäåííÿ. ßêùî â òî÷öi x0 iñíó¹ ïîõiäíà, òî çãiäíî ç òåîðåìîþ Ôåðìà ìà¹ìî f ′(x0) = 0.

Îçíà÷åííÿ 2.3.2. Òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ êðèòè÷íîþ òî÷êîþ äëÿ ôóíêöi¨ y = f(x),
ÿêùî â öié òî÷öi àáî íå iñíó¹ ïîõiäíî¨, àáî ïîõiäíà iñíó¹ i äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ç òåîðåìè 2.3.2 âèïëèâà¹, ùî ëîêàëüíi åêñòðåìóìè ìîæóòü iñíóâàòè ëèøå â êðèòè÷íèõ òî-
÷êàõ. Ïîðó÷ ç òèì âëàñòèâiñòü òî÷êè áóòè êðèòè÷íîþ ¹ íåîáõiäíîþ, àëå íå äîñòàòíüîþ óìîâîþ
åêñòðåìóìó. Íàïðèêëàä äëÿ ôóíêöi¨ f(x) = x3 òî÷êà x0 = 0 ¹ êðèòè÷íîþ, áî f ′(x0) = 0, àëå â
öié òî÷öi íåìà¹ åêñòðåìóìó.

Îçíà÷åííÿ 2.3.3. Íåõàé ôóíêöiÿ g(x) âèçíà÷åíà íà iíòåðâàëi (a, b) êðiì, ìîæëèâî,
òî÷êè x0. Êàæóòü, ùî ôóíêöiÿ g çìiíþ¹ çíàê ç + íà − (âiäïîâiäíî ç − íà + ) ïðè
ïðîõîäæåííi ÷åðåç òî÷êó x0, ÿêùî çíàéäóòüñÿ iíòåðâàëè (α, x0) i (x0, β) òàêi, ùî ïðè
âñiõ x ∈ (α, x0) ìà¹ìî g(x) > 0 (âiäïîâiäíî f(x) < 0), à ïðè âñiõ x ∈ (x0, β) ìà¹ìî
g(x) < 0 (âiäïîâiäíî g(x) > 0).
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Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Òåîðåìà 2.3.3 (ïåðøà äîñòàòíÿ óìîâà åêñòðåìóìó). Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) âèçíà÷åíà
íà iíòåðâàëi (a, b) i ìà¹ ïîõiäíó íà öüîìó iíòåðâàëi âñþäè, êðiì, ìîæëèâî, òî÷êè x0.
Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî ôóíêöiÿ f(x) íåïåðåðâíà â òî÷öi x0. Òîäi:

1. ÿêùî ïðè ïðîõîäæåííi ÷åðåç òî÷êó x0 ïîõiäíà çìiíþ¹ çíàê ç + íà −, òî x0 � òî÷êà
ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó;

2. ÿêùî ïðè ïðîõîäæåííi ÷åðåç òî÷êó x0 ïîõiäíà çìiíþ¹ çíàê ç − íà +, òî x0 � òî÷êà
ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ïðè ïðîõîäæåííi ÷åðåç òî÷êó x0 ïîõiäíà çìiíþ¹ çíàê ç + íà −, òîáòî
f ′(x) > 0 íà äåÿêîìó iíòåðâàëi (α, x0) i f ′(x) < 0 íà äåÿêîìó iíòåðâàëi (x0, β). Îñêiëüêè
ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà â òî÷öi x0, òî äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî x ∈ (α, x0) âîíà çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè òåîðåìè Ëàãðàíæà íà âiäðiçêó [x, x0]. Òîìó iñíó¹ òî÷êà c ∈ (x, x0), òàêà ùî

f(x0)− f(x) = f ′(c)(x0 − x). (2.3.1.2)

Îñêiëüêè c ∈ (x, x0), òî c ∈ (α, x0) i, îòæå, f ′(c) > 0. Òåïåð ç ôîðìóëè (2.3.1.2) âèïëèâà¹
íåðiâíiñòü f(x) ≤ f(x0). Àíàëîãi÷íî çà äîïîìîãîþ òåîðåìè Ëàãðàíæà äîâîäèòüñÿ íåðiâíiñòü
f(x) ≤ f(x0) äëÿ âñiõ x ∈ (x0, β). Òàêèì ÷èíîì, f(x) ≤ f(x0) äëÿ âñiõ x ∈ (α, β).
Âèïàäîê, êîëè ïîõiäíà çìiíþ¹ çíàê ç − íà +, ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.

Òåîðåìà 2.3.4 (äðóãà äîñòàòíÿ óìîâà åêñòðåìóìó). Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) äèôå-
ðåíöiéîâíà íà iíòåðâàëi (a, b) i ìà¹ äðóãó ïîõiäíó â êðèòè÷íié òî÷öi x0. Òîäi, ÿêùî
f ′′(x0) > 0 (f ′′(x0) < 0), òî x0 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó (âiäïîâiäíî ëîêàëüíîãî ìà-
êñèìóìó).
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Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî f ′′(x0) > 0. Îñêiëüêè f ′(x0) = 0, òî çãiäíî ç îçíà÷åííÿì äðóãî¨
ïîõiäíî¨

f ′′(x0) = lim
x→x0

f ′(x)

x− x0

. (2.3.1.3)

Ç ôîðìóëè (2.3.1.3) òà ç âëàñòèâîñòi 5 ãðàíèöi ôóíêöi¨ (äèâ. òåîðåìó 1.4.6) âèïëèâà¹ iñíó-

âàííÿ òàêîãî ïðîêîëîòîãî îêîëó
◦
U(x0, δ) òî÷êè x0, ùî ïðè âñiõ x ∈

◦
U(x0, δ) âèêîíó¹òüñÿ íå-

ðiâíiñòü
f ′(x)

x− x0

> 0. Òîìó ïðè âñiõ x ∈ (x0− δ, x0) ìà¹ìî f ′(x) < 0, à ïðè âñiõ x ∈ (x0, x0 + δ)

ìà¹ìî f ′(x) > 0. Òàêèì ÷èíîì, ïðè ïðîõîäæåííi ÷åðåç òî÷êó x0 ïîõiäíà çìiíþ¹ çíàê ç − íà
+ i çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.3.3 x0 ¹ òî÷êîþ ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó.
Âèïàäîê f ′′(x0) > 0 ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.

Çàóâàæåííÿ 2.3.4. ßêùî çà óìîâ òåîðåìè 2.3.4 f ′′(x0) = 0, òî ïðî iñíóâàííÿ ëîêàëüíîãî
åêñòðåìóìó â òî÷öi x0 íi÷îãî íå ìîæíà ñêàçàòè (òîáòî òî÷êà x0 ìîæå ÿê áóòè, òà i íå
áóòè òî÷êîþ ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó).

Ç íàâåäåíèõ òåîðåì âèïëèâà¹ íàñòóïíå ïðàâèëî äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨ f(x), x ∈ (a, b) íà
ëîêàëüíi åêñòðåìóìè:

1. Çíàéòè óñi êðèòè÷íi òî÷êè ôóíêöi¨. Äëÿ öüîãî îá÷èñëèòè ïîõiäíó f ′(x), çíàéòè âñi êîðåíi
ðiâíÿííÿ f ′(x) = 0 i äîäàòè äî íèõ òî÷êè, â ÿêèõ ïîõiäíà íå iñíó¹.

2. Äî êîæíî¨ êðèòè÷íî¨ òî÷êè çàñòîñóâàòè ïåðøó àáî äðóãó äîñòàòíþ óìîâó åêñòðåìóìó.

Âiäçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó ñêií÷åíî¨ ìíîæèíè êðèòè÷íèõ òî÷îê x1, x2, . . . , xn ¨õ ìîæíà ðîçòà-
øóâàòè â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ òàê, ùîá a < x1 < x2 < . . . < xn < b. Â ðåçóëüòàòi iíòåðâàë (a, b)
ðîçáèâà¹òüñÿ íà ñêií÷åíó êiëüêiñòü iíòåðâàëiâ (a, x1), (x1, x2), . . . , (xn, b). Ïðèïóñòèìî òàêîæ,
ùî íà êîæíîìó ç öèõ iíòåðâàëiâ iñíó¹ íåïåðåðâíà ïîõiäíà f ′(x). Òîäi: 1)íà êîæíîìó ç öèõ ií-
òåðâàëiâ ôóíêöiÿ f(x) ñòðîãî çðîñòà¹ àáî óáóâà¹; 2) òî÷êè ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó çíàõîäÿòüñÿ
ñåðåä òî÷îê xi.
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Íåõàé òåïåð ôóíêöiÿ f(x) íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [a, b]. Òîäi çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàñà
âîíà äîñÿãà¹ ñâîãî íàéìåíøîãî òà íàéáiëüøîãî çíà÷åíü â äåÿêèõ òî÷êàõ x′ òà x′′ âiäïîâiäíî.
Î÷åâèäíî, ùî ó âèïàäêó x′ ∈ (a, b) (x′′ ∈ (a, b)) òî÷êà x′ (âiäïîâiäíî x′′) ¹ êðèòè÷íîþ äëÿ
ôóíêöi¨ f íà iíòåðâàëi (a, b). Ç öüîãî âèïëèâà¹ íàñòóïíå ïðàâèëî çíàõîäæåííÿ íàéìåíøîãî òà
íàéáiëüøîãî çíà÷åíü ôóíêöi¨ f(x):

1. Çíàéòè óñi êðèòè÷íi òî÷êè ôóíêöi¨ íà iíòåðâàëi (a, b) çãiäíî iç ï.1 ïðàâèë äîñëiäæåííÿ
íà ëîêàëüíi åêñòðåìóìè. Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà òàêèõ òî÷îê x1, x2, . . . , xn ñêií÷åíà.

2. Îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f(x1), f(x2), . . . , f(xn) â êðèòè÷íèõ òî÷êàõ òà çíà÷åííÿ
ôóíêöi¨ f(a), f(b) íà êiíöÿõ âiäðiçêó. Íàéìåíøå (âiäïîâiäíî íàéáiëüøå) ç îòðèìàíèõ
çíà÷åíü çáiãà¹òüñÿ ç íàéìåíøèì (âiäïîâiäíî íàéáiëüøèì) çíà÷åííÿì ôóíêöi¨ íà [a, b].

2.3.2. Îïóêëiñòü, óãíóòiñòü òà òî÷êè ïåðåãèíó.

Îçíà÷åííÿ 2.3.5. Äèôåðåíöiéîâíà íà iíòåðâàëi (a, b) ôóíêöiÿ f(x) íàçèâà¹òüñÿ îïó-
êëîþ (óãíóòîþ) íà (a, b), ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè x0 ∈ (a, b) óñi òî÷êè M =
(x, f(x)), x ∈ (a, b) ãðàôiêà ôóíêöi¨ f ëåæàòü íèæ÷å (âiäïîâiäíî âèùå) äîòè÷íî¨, ïðî-
âåäåíî¨ äî íüîãî â òî÷öi M0 = (x0, f(x0)).

Íåõàé
y = l(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0)

� ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ â òî÷öi M0 (äèâ. (2.1.1.5)). Î÷åâèäíî, ùî ãðàôiê ôóíêöi¨ f ëåæèòü íèæ-
÷å (âèùå) äîòè÷íî¨ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ðiçíèöÿ f(x) − l(x) ¹ íåäîäàòíîþ (âiäïîâiäíî íå-
âiä'¹ìíîþ) äëÿ êîæíîãî x ∈ (a, b). Òîìó îçíà÷åííÿ 2.3.5 ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè ó íàñòóïíîìó
âèãëÿäi:
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Îçíà÷åííÿ 2.3.6. Äèôåðåíöiéîâíà íà iíòåðâàëi (a, b) ôóíêöiÿ f(x) íàçèâà¹òüñÿ îïó-
êëîþ (óãíóòîþ) íà (a, b), ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè òî÷îê x, x0 ∈ (a, b) âèêîíóâàëàñü
íåðiâíiñòü

f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x−x0) ≤ 0 (âiäïîâiäíî f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x−x0) ≥ 0) (2.3.2.1)

Òåîðåìà 2.3.5 (äîñòàòíÿ óìîâà îïóêëîñòi). ßêùî ôóíêöiÿ f(x) äâi÷i äèôåðåíöiéîâíà íà
iíòåðâàëi (a, b) é f ′′(x) < 0 (f ′′(x) > 0) äëÿ êîæíîãî x ∈ (a, b), òî öÿ ôóíêöiÿ ¹ îïóêëîþ
(âiäïîâiäíî óãíóòîþ).

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ëàãðàíæà äëÿ êîæíî¨ ïàðè òî÷îê x, x0 ∈ (a, b) iñíó¹ òàêà
òî÷êà c ìiæ x0 é x, ùî

f(x)− f(x0) = f ′(c)(x− x0).

Çàñòîñîâóþ÷è, äàëi. òåîðåìó Ëàãðàíæà äî ôóíêöi¨ f ′(x) íà âiäðiçêó ç êiíöÿìè x0 òà c, ìà-
òèìåìî

f ′(c)− f ′(x0) = f ′′(c1)(c− x0),

äå òî÷êà c1 ëåæiòü ìiæ x0 òà c. Òîìó

f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0) = f ′(c)(x− x0)− f ′(x0)(x− x0)

= (f ′(c)− f ′(x0))(x− x0) = f ′′(c1)(c− x0)(x− x0). (2.3.2.2)

Îñêiëüêè òî÷êà c ëåæiòü ìiæ x0 òà x, òî ÷èñëà c− x0 òà x− x0 ìàþòü îäíàêîâèé çíàê. Òîìó
çíàê âèðàçó (2.3.2.2) çáiãà¹òüñÿ çi çíàêîì ÷èñëà f ′′(c1) é, îòæå, çi çíàêîì äðóãî¨ ïîõiäíî¨
f ′′(x) íà iíòåðâàëi (a, b). Çâiäñè òà ç îçíà÷åííÿ 2.3.6 âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè.
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Îçíà÷åííÿ 2.3.7. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi x0. Öÿ òî÷êà íàçèâà-
¹òüñÿ òî÷êîþ ïåðåãèíó ôóíêöi¨ f , ÿêùî iñíó¹ òàêié îêië U(x0, δ) , ùî ãðàôiê f íà ií-
òåðâàëàõ (x0− δ, x0) òà (x0, x0 + δ) ëåæèòü ïî ðiçíi ñòîðîíè äîòè÷íî¨ äî íüîãî â òî÷öi
M0 = (x0, f(x0)).
ßêùî x0 � òî÷êà ïåðåãèíó ôóíêöi¨, òî òî÷êà M0 = (x0, f(x0)) íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ
ïåðåãèíó ãðàôiêà ôóíêöi¨ f .

Çà àíàëîãi¹þ ç ïàðîþ îçíà÷åíü 2.3.5 òà 2.3.6 ëåãêî áà÷èòè, ùî îçíà÷åííÿ 2.3.7 ðiâíîñèëüíå
íàñòóïíîìó:

Îçíà÷åííÿ 2.3.8. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi x0. Òî÷êà x0 íàçèâà¹-
òüñÿ òî÷êîþ ïåðåãèíó ôóíêöi¨ f , ÿêùî ôóíêöiÿ

g(x) = f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0) (2.3.2.3)

çìiíþ¹ çíàê ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç x0.

Òåîðåìà 2.3.6 (íåîáõiäíà óìîâà íàÿâíîñòi òî÷êè ïåðåãèíó). Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) ìà¹ äðóãó
ïîõiäíó â òî÷öi x0. Òîäi, ÿêùî x0 ¹ òî÷êîþ ïåðåãèíó ôóíêöi¨ f , òî f ′′(x0) = 0.

Äîâåäåííÿ. Íàäàìî äîâåäåííÿ çà äîäàòêîâî¨ óìîâè, ùî äðóãà ïîõiäíà íåïåðåðâíà â òî÷öi
x0. Ïðèïóñòèìî, ùî f ′′(x0) > 0. Òîäi â ñèëó íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f ′′(x) â òî÷öi x0 iñíó¹ îêië
U(x0) òàêèé, ùî f ′′(x) > 0 ïðè âñiõ x ∈ U(x0). Òîìó çà òåîðåìîþ 2.3.5 ôóíêöiÿ f óãíóòà íà
U(x0), ùî ñóïåðå÷èòü çðîáëåíîìó ïðèïóùåííþ ïðî òå, ùî x0 ¹ òî÷êîþ ïåðåãèíó.
Âèïàäîê f ′′(x0) < 0 ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.

Ç òåîðåìè 2.3.6 âèïëèâà¹, ùî òî÷êè ïåðåãèíó ôóíêöi¨ ñëiä øóêàòè ñåðåä òî÷îê, ó ÿêèõ
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àáî íå iñíó¹ äðóãî¨ ïîõiäíî¨, àáî äðóãà ïîõiäíà äîðiâíþ¹ íóëþ. Ïîðó÷ ç òèì, çà àíàëîãi¹þ iç
çàäà÷åþ ïîøóêó åêñòðåìóìiâ, âèêîíàííÿ öi¹¨ óìîâè â òî÷öi x0 íåäîñòàòíüî äëÿ òîãî, ùîá x0

áóëà òî÷êîþ ïåðåãèíó.

Òåîðåìà 2.3.7 (äîñòàòíÿ óìîâà íàÿâíîñòi òî÷êè ïåðåãèíó). Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) íåïåðåðâ-
íî äèôåðåíöiéîâíà â äåÿêîìó îêîëi U(x0) òî÷êè x0 i ìà¹ äðóãó ïîõiäíó â ïðîêîëîòîìó

îêîëi
◦
U(x0). Òîäi, ÿêùî ôóíêöiÿ f ′′(x) çìiíþ¹ çíàê ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç òî÷êó x0, òî öÿ

òî÷êà ¹ òî÷êîþ ïåðåãèíó ôóíêöi¨ f .

Äîâåäåííÿ. Òi æ ñàìi ìiðêóâàííÿ, ùî i ïðè äîâåäåííi ðiâíîñòi (2.3.2.2), ïîêàçóþòü, ùî âîíà
çàëèøà¹òüñÿ âiðíîþ é çà óìîâ íàøî¨ òåîðåìè. Òîìó ÿêùî ôóíêöiÿ f ′′(x) çìiíþ¹ çíàê ïðè
ïåðåõîäi ÷åðåç òî÷êó x0, òî òå æ ñàìå âiäáóâà¹òüñÿ ç ôóíêöi¹þ (2.3.2.3). Çâiäñè òà ç îçíà÷åííÿ
2.3.8 âèïëèâà¹ íåîáõiäíå òâåðäæåííÿ.

2.3.3. Ïîáóäîâà ãðàôiêiâ ôóíêöié.

Ïîâíå äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨ ç âèêîðèñòàííÿì íàâåäåíèõ âèùå ðåçóëüòàòiâ òà ïîáóäîâó ¨¨
ãðàôiêà äîöiëüíî ïðîâîäèòè â òàêîìó ïîðÿäêó.

1. Çíàéòè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨.

2. Îá÷èñëèòè ïåðøó òà äðóãó ïîõiäíi

3. Çíàéòè òî÷êè, â ÿêèõ ïåðøà òà äðóãà ïîõiäíi íå iñíóþòü àáî äîðiâíþþòü íóëþ.

4. Ñêëàñòè òàáëèöþ çìiíè çíàêó ïîõiäíèõ

5. Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ òàáëèöþ òà òåîðåìè 2.3.1, 2.3.2, 2.3.3 òà 2.3.4 çíàéòè ïðîìiæêè óáó-
âàííÿ, çðîñòàííÿ ôóíêöi¨ òà ëîêàëüíi åêñòðåìóìè
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6. Çà äîïîìîãîþ òàáëèöi òà òåîðåì 2.3.5, 2.3.6 òà 2.3.7 çíàéòè iíòåðâàëè îïóêëîñòi, óãíóòîñòi
ôóíêöi¨ òà òî÷êè ïåðåãèíó

7. Íàêðåñëèòè ãðàôiê ôóíêöi¨
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Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 106 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Ïðàêòè÷íi çàâäàííÿ 2.3

1. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ y = x3 + x âñþäè çðîñòà¹.
2. Çíàéòè iíòåðâàëè ìîíîòîííîñòi íàñòóïíèõ ôóíêöié:
2.1)y = (x− 2)5(2x+ 1)4; 2.2)y = x− ex; 2.3)y = x+ cosx

3. Çíàéòè iíòåðâàëè ìîíîòîííîñòi òà ëîêàëüíi åêñòðåìóìè íàñòóïíèõ ôóíêöié:

3.1)y = 2x3 − 3x2; 3.2)y =
3x2 + 4x+ 4

x2 + x+ 1
; 3.3)y = x− ln(1 + x); 3.4)y = e−x

2
.

4. Çíàéòè íàéáiëüøå òà íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà âiäðiçêó
4.1)y = x+ 2

√
x, x ∈ [0, 4];

4.2)y = x3 − 3x2 + 6x− 2, x ∈ [−1, 1];

4.3)y =
x− 1

x+ 1
, x ∈ [0, 4];

4.4)y = sin 2x− x, x ∈ [−π
2
,
π

2
].

5. Ïðîâåñòè ïîâíå äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨ òà ïîáóäóâàòè ¨¨ ãðàôiê

5.1)y =
x

x2 + 1
; 5.2)y =

x2

x2 − 1
; 5.3)y =

1

x
+ 4x2; 5.4)y = x2e−x; 5.5)y = x + 2

√
−x; 5.6)y =

x− ln(x+ 1)
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 107 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Iíòåðàêòèâíi òåñòîâi çàâäàííÿ, òåñò 4

Iíòåðàêòèâíi òåñòîâi çàâäàííÿ òåñòó 4 iç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó ðîçðîáëåíi çà äàíèì ïîñi-
áíèêîì äëÿ ïåðåâiðêè ðiâíÿ çíàíü, óìiíü òà íàâè÷îê ñòóäåíòiâ, ÿêi âîíè îäåðæàëè â ïðîöåñi
âèâ÷åííÿ òåì: äîñëiäæåííÿ ôóíêöié çà äîïîìîãîþ ïîõiäíèõ. Òåñòîâå çàâäàííÿ ñêëàäàþòüñÿ
ç 13 ïèòàíü ðiçíèõ ðiâíiâ ñêëàäíîñòi, ùî âêàçóþòüñÿ âiäðàçó ïiñëÿ íîìåðà ïèòàííÿ ó âèãëÿäi
êiëüêîñòi áàëiâ.

Îçíàéîìèòèñÿ ç îñîáëèâîñòÿìè âèêîíàííÿ òåñòiâ ìîæíà íà ñòîð. 46.
Äëÿ òîãî, ùîá ïåðåéòè äî áåçïîñåðåäíüîãî âèêîíàííÿ òåñòîâîãî çàâäàííÿ, íåîáõiäíî íàòè-

ñíóòè êíîïêó ¾Òåñò 4¿.
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 108 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Ðîçäië 3

IÍÒÅÃÐÀËÜÍÅ ×ÈÑËÅÍÍß ÔÓÍÊÖIÉ
ÎÄÍI�� ÇÌIÍÍÎ�

Iíòåãðàëüíå ÷èñëåííÿ âèíèêëî ÿê çàãàëüíèé ìåòîä îá÷èñëåííÿ ïëîù, îá'¹ìiâ, öåíòðiâ âàãè.
Ó ñó÷àñíié ìàòåìàòèöi öå ðîçäië ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, â ÿêîìó âèâ÷àþòüñÿ âëàñòèâîñòi i
ñïîñîáè îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ÿê òåîðåòè÷íèõ, òàê i ïðè-
êëàäíèõ çàäà÷.

Âiäêðèòòÿ iíòåãðàëüíîãî ÷èñëåííÿ òà âñòàíîâëåííÿ éîãî çâ'ÿçêó ç äèôåðåíöiàëüíèì ÷è-
ñëåííÿì íàëåæèòü Iñààêó Íüþòîíó òà �îòôðiäó Ëåéáíiöó. Ó ðîçâèòîê ìåòîäiâ iíòåãðóâàííÿ
çðîáèëè ñâié âíåñîê Ëåîíàðä Åéëåð, Ì.Â.Îñòðîãðàäñüêèé, Ï.Ë.×åáèøîâ. Ëîãi÷íî îá ðóíòîâà-
íó ïîáóäîâó âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà ÿê ãðàíèöi iíòåãðàëüíèõ ñóì çäiéñíèâ íiìåöüêèé ìàòåìàòèê
Ãåîðã Ðiìàí. Ñó÷àñíèé ïiäõiä äî âèêëàäàííÿ iíòåãðàëüíîãî ÷èñëåííÿ ôóíêöié îäíi¹¨ çìiííî¨
äëÿ ñòóäåíòiâ ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ ñïåöiàëüíîñòåé  ðóíòó¹òüñÿ íà òåîði¨ ãðàíèöü, ïîíÿòòÿõ
òî÷íî¨ íèæíüî¨ i òî÷íî¨ âåðõíüî¨ ìåæi.
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II
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Ñòîð. 109 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

3.1. Ïåðâiñíà òà íåâèçíà÷åíèé iíòåãðàë

3.1.1. Îçíà÷åííÿ òà âëàñòèâîñòi íåâèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà

Íàäàëi ∆ = 〈a, b〉 � ñêií÷åííèé àáî íåñêií÷åííèé ïðîìiæîê íà ÷èñëîâié ïðÿìié R.

Îçíà÷åííÿ 3.1.1. Íåõàé f � ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà íà ∆. Ôóíêöiÿ F , âèçíà÷åíà íà ∆,
íàçèâà¹òüñÿ ïåðâiñíîþ ôóíêöi¨ f , ÿêùî âîíà äèôåðåíöiéîâíà íà ∆ i çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü

F ′(x) = f(x), x ∈ ∆ (3.1.1.1)

(ÿêùî ëiâèé àáî ïðàèé êiíåöü iíòåðâàëó I íàëåæèòü äî I, òî ïîõiäíà F ′ â öüîìó êiíöi
ðîçóìi¹òüñÿ ÿê ïðàâà àáî ëiâà ïîõiäíà âiäïîâiäíî).

Òåîðåìà 3.1.1. Íåõàé F (x) ¹ ïåðâiñíîþ ôóíêöi¨ f(x) íà ïðîìiæêó ∆. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî
C ∈ R ôóíêöiÿ

Φ(x) = F (x) + C (3.1.1.2)

òàêîæ ¹ ïåðâiñíîþ ôóíêöi¨ f i, íàâïàêè, êîæíà ïåðâiñíà Φ ôóíêöi¨ f ìà¹ âèãëÿä (3.1.1.2)
ç äåÿêîþ êîíñòàíòîþ C ∈ R. Iíàêøå êàæó÷è, ìíîæèíà âñiõ ïåðâiñíèõ ôóíêöi¨ f ìà¹
âèãëÿä {F (x) + C : C ∈ R}.

Äîâåäåííÿ. ßêùî Φ(x) ìà¹ âèãëÿä (3.1.1.1), òî

Φ′(x) = (F (x) + C)′ = F ′(x) = f(x)

i, îòæå, Φ ¹ ïåðâiñíîþ äëÿ f . I íàâïàêè, íåõàé Φ � ïåðâiñíà äëÿ f íà ïðîìiæêó ∆. Ïîêëàäåìî
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò
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J I

Ñòîð. 110 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

G(x) = Φ(x)− F (x). Òîäi

G′(x) = Φ′(x)− F ′(x) = f(x)− f(x) = 0, x ∈ ∆.

Íåõàé x0 ∈ ∆ i C = G(x0). Òîäi çà ôîðìóëîþ ñêií÷åííèõ ïðèðîñòiâ äëÿ êîæíîãî x ∈ ∆ iñíó¹
òî÷êà c ìiæ òî÷êàìè x0 òà x òàêà, ùî G(x) − G(x0) = G′(c)(x − x0). Îñêiëüêè G′(c) = 0, òî
G(x)−G(x0) = 0 i, îòæå, G(x) = C, x ∈ ∆. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî Φ(x) ìà¹ âèãëÿä (3.1.1.2).

Çàóâàæåííÿ 3.1.2. Iñíóþòü ôóíêöi¨ f , ÿêi íå ìàþòü ïåðâiñíèõ. Òîìó âíàñëiäîê òåîðåìè
3.1.1 àáî ìíîæèíà ïåðâiñíèõ ôóíêöi¨ f ¹ ïîðîæíüîþ, àáî âîíà îïèñó¹òüñÿ ðiâíiñòþ (3.1.1.2),
â ÿêié F (x) � ÿêàñü ôiêñîâàíà ïåðâiñíà.

Îçíà÷åííÿ 3.1.3. Íåâèçíà÷åíèì iíòåãðàëîì âiä ôóíêöi¨ f(x), çàäàíî¨ íà ïðîìiæêó ∆,
íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà óñiõ ¨¨ ïåðâiñíèõ (çà óìîâè, ùî öÿ ìíîæèíà íå ¹ ïîðîæíüîþ).
Íåâèçíà÷åíèé iíòåãðàë âiä ôóíêöi¨ f(x) ïîçíà÷à¹òüñÿ

∫
f(x)dx.

Âíàñëiäîê òåîðåìè 3.1.1 íåâèçíà÷åíèé iíòåãðàë âiä ôóíêöi¨ f ìà¹ âèãëÿä∫
f(x)dx = F (x) + C, (3.1.1.3)

äå F (x) � ïåðâiñíà ôóíêöi¨ f(x), C � äîâiëüíà ñòàëà.

Òàáëèöÿ íåâèçíà÷åíèõ iíòåãðàëiâ.

1.
∫
xαdx =

xα+1

α + 1
+ C, (α 6= −1).

2.
∫ dx
x

= ln x + C, (x 6= 0)
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 111 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

3.
∫ dx

a2 + x2
=

1

a
arctg x+ C

4.
∫ dx

a2 − x2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣a+ x

a− x

+ C, a > 0

5.
∫ dx√

a2 − x2
= arcsin

x

a
+ C, a > 0

6.
∫ dx√

x2 ± a2
= ln|x+

√
x2 ± a2|+ C, a > 0

7.
∫
axdx =

ax

ln a
+ C, (a > 0, a 6= 1);

∫
exdx = ex + C

8.
∫

sinxdx = − cosx+ C

9.
∫

cosxdx = sinx+ C

10.
∫ dx

sin2 x
= − ctg x+ C

11.
∫ dx

cos2 x
= tg x+ C
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 112 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Òåîðåìà 3.1.2. Íåâèçíà÷åíèé iíòåãðàë ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

1. (
∫
f(x)dx)′ = f(x)

2. d(
∫
f(x)dx) = f(x)dx

3.
∫
F ′(x)dx = F (x) + C

4.
∫
αf(x)dx = α

∫
f(x)dx, α 6= 0

5.
∫

(f1(x)± f2(x)dx =
∫
f1(x)dx±

∫
f2(x)dx

Äîâåäåííÿ. Ðiâíîñòi 1 i 2 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü ç îçíà÷åííÿ íåâèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà.
Ðiâíiñòü 3 òàêîæ ¹ î÷åâèäíîþ, îñêiëüêè F (x) ¹ ïåðâiñíîþ äëÿ ôóíêöi¨ F ′(x). Äàëi, äëÿ
äîâiëüíî¨ ñòàëî¨ α ∈ R ìà¹ìî

α

∫
f(x)dx = α(F (x) + C) = αF (x) + αC = αF (x) + C1 =

=

∫
(αF (x) + C1)′dx =

∫
(αF ′(x) + 0)dx =

∫
αf(x)dx.

ùî äîâîäèòü ðiâíiñòü 4. Âëàñòèâiñòü 5 äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

3.1.2. Iíòåãðóâàííÿ çàìiíîþ çìiííî¨ òà ÷àñòèíàìè

Äëÿ iíòåãðóâàííÿ ôóíêöié, ùî íå çâîäÿòüñÿ çà äîïîìîãîþ òîòîæíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ïåðåòâî-
ðåíü äî ôóíêöié ç òàáëèöi iíòåãðàëiâ, çàñòîñîâóþòüñÿ ðiçíi ìåòîäè, ùî áàçóþòüñÿ íà çàìiíi
çìiííî¨ iíòåãðóâàííÿ. ßêùî â ðåçóëüòàòi òàêî¨ çàìiíè ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç íàáóâà¹ "iíòå-
ãðîâíèé" âèãëÿä, òî çàìiíà âèïðàâäàíà. Îá ðóíòóâàííÿ ìîæëèâîñòi òàêî¨ çàìiíè çàñíîâàíî íà
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò
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Ñòîð. 113 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

ñïðàâåäëèâîñòi òàêèõ ðiâíÿíü:

1.
∫
f(ϕ(x)) · ϕ′(x)dx =

∫
f(t)dt |t=ϕ(x)

2.
∫
f(x)dx =

∫
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt |t=ϕ−1(x)

Çàçíà÷åíi ôîðìóëè çàìiíè çìiííî¨ îòðèìàíi áåçïîñåðåäíüî ç âèçíà÷åííÿ íåâèçíà÷åíîãî ií-
òåãðàëà òà ôîðìóëè äèôåðåíöiþâàííÿ ñêëàäíî¨ ôóíêöi¨.

Ç ôîðìóëè 1. âèïëèâà¹ ùî òàáëèöÿ iíòåãðàëiâ çàëèøà¹òüñÿ ñïðàâåäëèâîþ, ÿêùî ó âñiõ ¨¨
iíòåãðàëàõ x ¹ ôóíêöi¹þ. Òàê, íàïðèêëàä∫

sinϕ(t) · ϕ′(t)dt =
∫

sinϕ(t)dϕ(t) = − cosφ(t) + C;∫ dx3

x3
= lnx^{3} + C.

Ïðèêëàä 1. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë
∫
x2e−8x2dx.∫

x2e−8x2dx = [ Çäiéñíèìî çàìiíó çìiííî¨ çà ôîðìóëîþ −8x3 = t, òîäi x = −1

2
3
√
t, dx =

−1

6
t
−

2

3dt. ] =

=
∫ 1

4
3
√
t2et · (−1

6
)t
−

2

3dt = − 1

24
etdt = −

∫ 1

24
et + C = − 1

24
e−8x3 + C

Ïðèêëàä 2. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë
∫ dx√

x+ 1
.∫ dx√

x+ 1
= [ x = t2, dx = 2tdt ]=

∫ 2tdt

t+ 1
= 2

∫ (t+ 1)− 1

t+ 1
dt = 2

∫ (t+ 1)− 1

t+ 1
dt =

= 2
∫
dt− 2

∫ d(t+ 1)

t+ 1
= t− 2 ln|t+ 1|+ C =

√
x− 2 ln|

√
x+ 1|+ C
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 114 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè ïîäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ∫
u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)−

∫
v(x)u′(x)dx, (3.1.2.1)

ÿêà áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ôîðìóëè ïîõiäíî¨ äîáóòêó ôóíêöié. Ôîðìóëà (3.1.2.1) ìà¹ ìiñöå
äëÿ ôóíêöié u i v, íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíèõ íà ïðîìiæêó ∆.

Áiëüø êîìïàêòíèì ¹ òàêèé âèãëÿä ôîðìóëè (3.1.2.1) :∫
udv = uv −

∫
vdu, (3.1.2.2)

3.1.3. Iíòåãðóâàííÿ ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié

Îçíà÷åííÿ 3.1.4. Ðàöiîíàëüíîþ ôóíêöi¹þ (ðàöiîíàëüíèì äðîáîì) íàçèâà¹òüñÿ âiä-
íîøåííÿ äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ. Ïðè öüîìó äðiá íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèëüíèì (íåïðàâèëüíèì),
ÿêùî ñòåïiíü ÷èñåëüíèêà ìåíøå (íå ìåíøå) ñòåïåíi çíàìåííèêà.

Ñåðåä ïðàâèëüíèõ äðîáiâ îñîáëèâó ðîëü âiäiãðàþòü åëåìåíòàðíi äðîáè, òîáòî äðîáè âèãëÿ-
äó:

1.
A

x− a

2.
A

(x− a)n
, (n=2, 3, 4,...)

3.
Ax+B

x2 + px+ q
, (p2 − 4q < 0)
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 115 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

4.
Ax+B

(x2 + px+ q)n
, (n=2, 3, 4,...)

Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ïîêàæåìî íà ïðèêëàäàõ, ÿê iíòåãðóþòüñÿ åëåìåíòàðíi äðîái.
Ïðèêëàä 3 Îá÷èñëèòè iíòåãðàë:

1.
∫ 3dx

x+ 8
(åëåìåíòàðíèé äðiá âèäó 1)

2.
∫ 7dx

(x− 5)5
(åëåìåíòàðíèé äðiá âèäó 2)

3.
∫ 3x− 4

x2 + 4x+ 29
dx (åëåìåíòàðíèé äðiá âèäó 3)

Îá÷èñëåííÿ:

1.
∫ 3dx

x+ 8
= 3

∫ d(x+8)
x+8

= 3 ln|x+ 8|+ C

2.
∫ 7dx

(x− 5)4
= 7

∫
(x− 5)−4d(x− 5) = 7

(x− 5)−3

−3
+ C =

= − 7

3(x− 5)3
+ C

3.
∫ 3x− 4

x2 + 4x+ 29
dx = [ âèäiëÿ¹ìî ó çíàìåííèêó ïîâíèé êâàäðàò ] =

=
∫ 3x− 4

x2 + 2 · 2 · x+ 22 − 22 + 29
dx =

∫ 3x− 4

(x+ 2)2 + 25
dx = [ çäiéñíèìî çàìiíó çìiííî¨, ïî-

çíà÷èâ âèðàç, ÿêèé ñòî¨òü ïiä êâàäðàòîì ó çíàìåííèêó (x + 2) íîâîþ çìiííîþ t. Òîáòî

x+ 2 = t, x = t− 2, dx = dt ]=
∫ 3t− 10

t2 + 25
dt =
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 116 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

=
∫

(
3t

t2 + 25
− 10

t2 + 25
)dt = 3

∫ tdt

t2 + 25
− 10

∫ dt

t2 + 25
=

3

2

∫ d(t2 + 25)

t2 + 25
− 10 · 1

5
arctg

t

5
=

=
3

2
ln(t2 + 25)− 2 arctg

t

5
+ C =

3

2
ln(x2 + 4x+ 29)− 2 arctg

x+ 2

5
+ C.

Ïðèêëàä 4 Îá÷èñëèòè iíòåãðàë:
∫ 3x− 4

(x2 + 4x+ 29)3
dx (åëåìåíòàðíèé äðiá âèäó 4).

Îá÷èñëåííÿ: Òàê ñàìî, ÿê i â ïðèêëàäi 3, îòðèìó¹ìî∫ 3x− 4

(x2 + 4x+ 29)3
dx = 3

∫ d(t2 + 25)

(t2 + 25)3
− 10

∫ dt

(t2 + 25)3
= 3

(t2 + 25)−2

−2
− 10 · I3

äå I3 =
∫ dt

(t2 + 52)3
îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ:

In+1 =
t

2na2
· t

(t2 + a2)n
+

2n− 1

2n
· In (3.1.3.1)

Ñàìå, ñïî÷àòêó çíàõîäèìî I1 =
∫ dt

t2 + 25
==

1

5
arctg

t

5
+ C.

Äàëi, çà ôîðìóëîþ (3.1.3.1)

I2 =
1

50
· t

(t2 + 25)
+

1

2
I1 =

1

50
· t

(t2 + 25)
+

1

10
arctg

t

5
+ C.

i, îòæå,
∫ 3x− 4

(x2 + 4x+ 29)3
dx = − 3

2(t2 + 25)
− 1

10
· t

(t2 + 25)2
− 3

20
· t

(t2 + 25)
− 3

4
arctg

t

5
+ C =

= − 3

2(x2 + 4x+ 29)
− 1

10
· x+ 2

(x2 + 4x+ 29)2
− 3

20
· x+ 2

(x2 + 4x+ 29)
− 3

4
arctg

x+ 2

5
+ C

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî êîæíèé ïðàâèëüíèé ðàöiîíàëüíèé äðiá ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi ñóìè
åëåìåíòàðíèõ äðîáiâ. Ïîÿñíèìî ñêàçàíå òàêèì ïðèêëàäîì.
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 117 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Ïðèêëàä 5. Ðîçêëàñòè ðàöiîíàëüíèé äðiá

R(x) =
2x3 + 6x− 7

(x5 + 4x4 − 5x3)(x2 + 6x+ 9)(x2 + 2)(x2 + x+ 3)4

ó ñóìó åëåìåíòàðíèõ äðîáiâ, íå çíàõîäÿ÷è êîåôiöi¹íòiâ ðîçêëàäàííÿ.
Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Îñêiëüêè äàíèé ðàöiîíàëüíèé äðiá � ïðàâèëüíèé, òî çàâäàííÿ ìà¹ ðîçâ'ÿ-

çîê, ÿêèé îòðèìó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì. Ñïî÷àòêó çíàìåííèê äðîáó ðîçêëàäà¹ìî íà ìíîæíè-
êè âèãëÿäó (x− a)n i (x2 + px+ q)m, äå p2 − 4q < 0. Ó íàøîìó âèïàäêó ìà¹ìî

R(x) =
2x3 + 6x− 7

x3(x− 1)(x+ 5)(x+ 3)2(x2 + 2)(x2 + x+ 3)4
.

Äàëi, êîæíîìó ìíîæíèêó âèãëÿäó (x− a)n âiäïîâiäà¹ ñóìà ç n åëåìåíòàðíèõ äðîáiâ

A1

x− a
+

A2

(x− a)2
+ · · ·+ An

(x− a)n
,

à êîæíîìó ìíîæíèêó âèãëÿäó (x2 + px+ q)m âiäïîâiäà¹ ñóìà ç m åëåìåíòàðíèõ äðîáiâ

M1x+N1

x2 + px+ q
+

M2x+N2

(x2 + px+ q)2
+ · · ·+ Mmx+Nm

(x2 + px+ q)m

Ó íàøîìó âèïàäêó

R(x) =
A1

x
+
A2

x2
+
A3

x3
+

A4

x− 1
+

A5

x+ 5
+

A6

x+ 3
+

A7

(x+ 3)2
+
M1x+N1

x2 + 2
+
M2x+N2

x2 + x+ 3
+

+
M3x+N3

(x2 + x+ 3)2
+

M4x+N4

(x2 + x+ 3)3
+

M5x+N5

(x2 + x+ 3)4
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 118 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Äëÿ çíàõîäæåííÿ êîåôiöi¹íòiâ ðîçêëàäó ïðàâèëüíîãî äðîáó â ñóìó åëåìåíòàðíèõ äðîáiâ ìîæíà
âèêîðèñòîâóâàòè ìåòîä íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ. Äëÿ ïîÿñíåííÿ öüîãî ìåòîäó ðîçãëÿíåìî
òàêèé ïðèêëàä.

Ïðèêëàä 6. Ðîçêëàñòè ïðàâèëüíèé äðiá

R(x) =
x4 + 3x3 − x2 − x− 2

x5 + x4 + 2x2

ó ñóìó åëåìåíòàðíèõ äðîáiâ.
Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Ðîçêëàâøè çíàìåííèê äðîáó ó äîáóòîê ëiíiéíèõ òà êâàäðàòè÷íèõ ìíî-

æíèêiâ, îòðèìó¹ìî

R(x) =
x4 + 3x3 − x2 − x− 2

x3(x2 + x+ 2)
=
A

x
+
B

x2
+
C

x3
+

Dx+ E

x2 + x+ 2
(3.1.3.2)

Ïðèçâîäÿ÷è äðîáè
A

x
,
B

x2
,
C

x3
òà

Dx+ E

x2 + x+ 2
äî ñïiëüíîãî çíàìåííèêó òà ïðèðiâíþþ÷è ÷èñåëü-

íèê îòðèìàíîãî äðîáó ç ÷èñåëüíèêîì ëiâî¨ ÷àñòèíè, îòðèìó¹ìî

x4 + 3x3 − x2 − x− 2 = Ax2(x2 + x+ 2) +Bx(x2 + x+ 2) + C(x2 + x+ 2) + (Dx+ E)x3 =

(A+D)x4 + (A+B + E)x3 + (2A+B + C)x2 + (2B + C)x+ 2C

Ïðèðiâíþþ÷è äàëi êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ x, îòðèìó¹ìî òàêó ñèñòåìó:

A+D = 1

A+B + E = 3

2A+B + C = −1

2B + C = −1

2C = −2
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 119 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ¹ C = −1, B = 0, A = 0, E = 3 i D = 1. Òîìó âíàñëiäîê (3.1.3.2)
øóêàíèé ðîçêëàä ìà¹ âèãëÿä

− 1

x3
+

x+ 3

x2 + x+ 2

x4 + 3x3 − x2 − x− 2

x5 + x4 + 2x2
=

x+ 3

x2 + x+ 2
− 1

x3

Òàêèì ÷èíîì, âíàñëiäîê ëiíiéíîñòi iíòåãðàëà iíòåãðóâàííÿ ïðàâèëüíîãî äðîáó ïiñëÿ éîãî
ðîçêëàäó â ñóìó åëåìåíòàðíèõ äðîáiâ çâîäèòüñÿ äî iíòåãðóâàííÿ öèõ åëåìåíòàðíèõ äðîáiâ, ÿêå
âæå ïîÿñíþâàëîñü ïðèêëàäàìè 3 òà 4.

Äëÿ iíòåãðóâàííÿ íåïðàâèëüíîãî äðîáó P (x)
Q(x)

ñëiä ñïî÷àòêó ïîäiëèòè â ñòîâï÷èê ìíîãî÷ëåí
P (x) íà ìíîãî÷ëåí Q(x) i çíàéòè ÷àñòêó f(x) òà çàëèøîê r(x) âiä öüîãî äiëåííÿ. Â ðåçóëüòàòi
äðiá çîáðàçèòüñÿ ó âèãëÿäi

P (x)

Q(x)
= f(x) +

r(x)

Q(x)
.

i çãiäíî ç âëàñòèâîñòi ëiíiéíîñòi ïîòðiáíèé iíòåãðàë ìà¹ âèãëÿä∫
P (x)

Q(x)
dx =

∫
f(x) dx+

∫
r(x)

Q(x)
dx.

Î÷åâèäíî, ùî äðiá r(x)
Q(x)

¹ ïðàâèëüíèì; òîìó iíòåãðàë
∫ r(x)

Q(x)
dx ìîæíà çíàéòè íàâåäåíèì âèùå

øëÿõîì.

3.1.4. Iíòåãðóâàííÿ iððàöiîíàëüíèõ ôóíêöié

Íàäàëi ÷åðåç R(u, v, . . . , w) ïîçíà÷à¹òüñÿ ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ áàãàòüîõ çìiííèõ u, v, . . . , w,
òîáòî âèðàç, ÿêèé ¹ ÷àñòêîþ äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä öèõ çìiííèõ. Ïðèêëàä:

R(u, v, t) =
5t2u− 2uv − 3

8u+ v + t− uvt
Ðîçãëÿíåìî òàêi iíòåãðàëè âiä iððàöiîíàëüíèõ ôóíêöié:
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 120 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

1.
∫
R

(
x,

(
ax+ b

cx+ d

)r1
,

(
ax+ b

cx+ d

)r2
, . . . ,

(
ax+ b

cx+ d

)rn)
dx, äå r1, r2, . . . , rn � ðàöiîíàëüíi ÷èñëà;

2.
∫
R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëà â ï.1 âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïiäñòàíîâêà

ax+ b

cx+ d
= tα, α � íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå çíàìåííèêiâ ÷èñåë r1, r2, . . . , rn

Ïðè îá÷èñëåííi iíòåãðàëà â ï. 2 çàñòîñîâóþòü ïiäñòàíîâêè Åéëåðà, à ñàìå:

1. ÿêùî a > 0, òî
√
ax2 + bx+ c = t±

√
ax;

2. ÿêùî c > 0, òî
√
ax2 + bx+ c = xt±

√
c;

3. ÿêùî ax2 + bx+ c ìà¹ äiéñíi êîðåíi x1 òà x2 òî
√
ax2 + bx+ c = t(x− x1).

Òàêi ïiäñòàíîâêè çâîäÿòü çàçíà÷åíi iíòåãðàëè äî iíòåãðàëiâ âiä ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ.
Ïðîiëþñòðó¹ìî ñêàçàíå äåêiëüêîìà ïðèêëàäàìè.

Ïðèêëàä 9 Îá÷èñëèòè iíòåãðàë
∫ 3 +

√
x+ 2

2 + 3
√
x+ 2

dx.

Îá÷èñëåííÿ Äàíèé iíòåãðàë ïåðøîãî òèïó ç r1 = 1
2
, r2 = 1

3
. Îòæå, α = HCK(2, 3) = 6 i

òîìó âèêîðèñòîâó¹ìî çàìiíó x+ 2 = t6.∫ 3 +
√
x+ 2

2 + 3
√
x+ 2

dx =

[
x+ 2 = t6, t = 6

√
x+ 2

x = t6 − 2, dx = 6t5dt

]
=
∫ 3 + t3

2 + t2
· 6t5 dt = 6

∫ t8 + 3t5

t2 + 2
dt = [t8 + 3t5 =

(t2 + 2)(t6− 2t4 + 3t3 + 4t2− 6t− 8) + (12t+ 16)] = 6
∫

(t6− 2t4 + 3t3 + 4t2− 6t− 8 +
12t+ 16

t2 + 2
) dt =

6(
∫
t6 dt− 2

∫
t4 dt+ 3

∫
t3 dt +4

∫
t2 dt− 6

∫
t dt− 8

∫
dt+ 6

∫ d(t2 + 2)

t2 + 2
dt+ 16

∫ dt

t2 + 2
) = 6(

t7

7
−
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 121 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

2t5

5
+

3t4

4
+

4t3

3
− 3t2 − 8t + 6 ln(t2 + 2) +

16√
2

arctg
t√
2

) = 6(
3
√
x+ 2

7

7
− 2 3
√
x+ 2

5

5
+

3 3
√
x+ 2

4

4
+

4(x+ 2)

3
− 3 3
√
x+ 2

2 − 8t+ 6 ln( 3
√
x+ 2

2
+ 2) +

16√
2

arctg
3
√
x+ 2√

2
)

Ïðèêëàä 10 Îá÷èñëèòè iíòåãðàë

I =

∫
8x+ 1− 4

√
4x2 + x− 1

8x2 + 2x− 2 + (2− 4x)
√

4x2 + x− 1
dx

Îá÷èñëåííÿ Äàíèé iíòåãðàë äðóãîãî òèïó ç a = 4 > 0. Îòæå, çàìiíà
√

4x2 + x− 1 = 2x+ t
äà¹

4x2 + x− 1 = 4x2 + 4xt+ t2

x =
t2 + 1

1− 4t

dx =
−4t2 + 2t+ 4

(1− 4t)2
dt

Òàêèì ÷èíîì,

I =
∫

(
8t2 + 8

1− 4t
+ 1− 8t2 + 8

1− 4t
+ 4t

)
(2t+ 4− 4t2)(

2

(
2t2 + 2

1− 4t
+ t

)2

+

(
2− 4t2 + 4

1− 4t

)(
2t2 + 2

1− 4t
+ t

))
(1− 4t)2

dt =
∫ dt

t+ 1
=

= ln|t+ 1|+ C = ln|
√

4x2 + x− 1− 2x+ 1|+ C
Ïðèêëàä 11 Îá÷èñëèòè iíòåãðàë

I1 =

∫
2
√

1 + x− x2 − 2− x
2x2
√

1 + x− x2
dx
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 122 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Îá÷èñëåííÿ Äàíèé iíòåãðàë äðóãîãî òèïó ç c = 1 > 0. Ââàæàþ÷è
√

1 + x− x2 = xt + 1,
îòðèìó¹ìî

1 + x− x2 = x2t2 + 2xt+ 1, x =
1− 2t

t2 + 1
, dx = 2t2−2t−2

(t2+1)2
dt.

Ó ðåçóëüòàòi çàìiíè çìiííî¨ îòðèìàëè òàêèé iíòåãðàë:

I1 =
∫ 2 · t− 2t2

t2 + 1
+ 2− 2− 1− 2t

t2 + 1

2
(1− 2t)2

(t2 + 1)2

(
t− 2t2

t2 + 1
+ 1

) · 2t2 − 2t− 2

(t2 + 1)2
dt =

∫ (2t− 4t2 − 1 + 2t)(t2 − t− 1)

t(1− 2t)3 + (1− 2t)2(t2 + 1)
dt =

=
∫ (t2 − t− 1)(4t− 4t2 − 1)

(1− 2t)2 · (t− t2 + 1)
dt =

∫ 4t2 − 4t+ 1

4t2 − 4t+ 1
dt =

∫
dt = t+ C =

√
1 + x− x2

x
+ C.

Ïðèêëàä 12 Îá÷èñëèòè iíòåãðàë

I2 =
∫ xdx

(1− x)
√
x− x2

Îá÷èñëåííÿ Ìíîãî÷ëåí x−x2, ÿêèé ñòî¨òü ïiä êîðåíåì, ìà¹ êîðåíi x1 = 0 òà x2 = 1. Òîìó
çãiäíî ç 3-þ ïiäñòàíîâêîþ Åéëåðà ïîçíà÷èìî

√
x− x2 = t(x− 0) = tx, çâiäêè

x− x2 = t2x2, x =
1

t2 + 1
, dx = − 2t

(t2 + 1)2
dt.

Îòæå, îòðèìó¹ìî iíòåãðàë

I2 = −
∫ 2tdt

(t2 + 1)3(
1− 1

t2 + 1

)
· t

t2 + 1

= −2
∫ dt

t2(t2 + 1)
= 2

∫ ( 1

t2 + 1
− 1

t2

)
dt =

2

t
+2 arctg(t)+C =

=
2x√
x− x2

+ 2 arctg

√
x− x2

x
+ C.

Ñòîðiíêà 122 iç 160 c©Ìîãiëåâñüêèé Â.É., Ïîäîøâåëåâ Þ.Ã., 2018

http://pnpu.edu.ua/ua/


Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 123 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

3.1.5. Iíòåãðóâàííÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié

Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàëè âèãëÿäó ∫
R(sinx, cosx) dx, (3.1.5.1)

äå R - ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ äâîõ çìiííèõ. Ïðèêëàä:∫
2 sin3 x− cosx

4 sinx cos2 x+ 5
dx

Ïðè îá÷èñëåííi iíòåãðàëiâ (3.1.5.1) çàâæäè ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿ òàê çâàíîþ óíiâåðñàëüíîþ

òðèãîíîìåòðè÷íîþ ïiäñòàíîêîþ t = tg
x

2
. Òîäi

sinx =
2tg

x

2

1 + tg2
x

2

=
2t

1 + t2
, cosx =

1− tg2x

2

1 + tg2
x

2

=
1− t2

1 + t2
, x = 2arctg t, dx =

2dt

1 + t2

i â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî iíòåãðàë âiä ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨ çìiííî¨ t.
Â äåÿêèõ âèïàäêàõ ðàöiîíàëüíiøå âèêîðèñòîâóâàòè iíøi ïiäñòàíîâêè. Ñàìå, êîëè ïiäiíòå-

ãðàëüíà ôóíêöiÿ R(sinx, cosx) çàäîâîëüíÿ¹ îäíié ç òðüîõ ðiâíîñòåé

R(sinx,− cosx) = −R(sinx, cosx),

R(− sinx, cosx) = −R(sinx, cosx),

R(− sinx,− cosx) = R(sinx, cosx)

òî çàñòîñîâóþòüñÿ âiäïîâiäíî òàêi ðàöiîíàëiçóþ÷è ïiäñòàíîâêè

sinx = t, cosx = t, tg x = t
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 124 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Ðîçãëÿíåìî òåïåð iíòåãðàëè âèãëÿäó∫
sinαx sin βx dx,

∫
sinαx cos βxdx,

∫
cosαx cos βxdx,

äå α òà β - äiéñíi ÷èñëà. Îá÷èñëåííÿ öèõ iíòåãðàëiâ áàçó¹òüñÿ íà âèêîðèñòàííi âiäîìèõ ôîðìóë
ïåðåòâîðåííÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié â ¨õ ñóìè, ÿê, íàïðèêëàä,

sinα cos β =
1

2
(sin (a+ b) + sin (a− b))

.
Ïðèêëàä. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë

I3 =

∫
sin2 x

cosx
dx

Îá÷èñëåííÿ.

Îñêiëüêè R(sinx,− cosx) =
sin2 x

− cosx
= −sin2 x

cosx
= −R(sinx, cosx), òî, çàñòîñóâàâøè ïiäñòà-

íîâêó

sinx = t, cosx =
√

1− t2, x = arcsin t, dx =
1√

1− t2
dt

îòðèìà¹ìî I3 =
∫ t2√

1− t2
dt√

1− t2
=
∫ t2dt

1− t2
=
∫

(−1 +
1

1− t2
)dt = −t−

∫ dt

t2 − 1
=

= −t− 1

2
ln

∣∣∣∣t− 1

t+ 1

+ C = − sinx− 1

2
ln

∣∣∣∣sinx− 1

sinx+ 1

+ C.
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 125 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Ïðàêòè÷íi çàâäàííÿ 3.1

Îá÷èñëèòè iíòåãðàëè:

1)
∫

(1 + e3x)2e3xdx 2)
∫ √xdx

1 + x
3
2

; 3)
∫ 2x− 1√

9x2 − 4
dx; 4)

∫ sinx

ecosx
dx; 5)

∫
arctgxdx;

6)
∫
x sinx cosxdx; 7)

∫
e2xx3dx; 8)

∫ ln cosx

cos2 x
dx; 9)

∫
ex sin2 xdx; 10)

∫
x3 lnxdx;

11)
∫
e2x sin 3xdx; 12)

∫
(x2+x)exdx; 13)

∫
(x+2) cos 5xdx; 14)

∫
x2 sinxdx; 15)

∫
ln sinxdx.

16)
∫ 2dx

x+ 8
; 17)

∫ xdx

(x− 6)5
; 18)

∫ dx

x2 + x+ 2
; 19)

∫ 3x+ 4

x2 − 3x+ 8
dx; 20)

∫ x− 6√
x2 + 6x+ 10

dx

21)
∫ xdx

(x2 + 4)2
; 22)

∫ dx

(x2 + 4)2
23)

∫ 6− x
(x2 + 2x+ 2)3

.

2. Ðîçêëàñòè ïðàâèëüíi äðîáè â ñóìó åëåìåíòàðíèõ, íå îá÷èñëþþ÷è êîåôiöi¹íòiâ ðîçêëàäó:

à)
x2 + 1

(x4 + x2)(x2 + 3x− 4)3
;

á)
x− 1

(x2 + 3x+ 6)(x2 + 3x+ 10)2
;

â)
x

(x2 + 8x− 9)(x2 + x− 2)
.

3. Ðîçêëàñòè ïðàâèëüíi äðîáè â ñóìó åëåìåíòàðíèõ:

à)
x

x4 − 1
; á)

2x− 1

x4 + 1
; â)

x2 − 1

(x4 − 8x2 + 16)(x− 2)
; ã)

3

x5 + 6x3 + 9x
.

4. Îá÷èñëèòè iíòåãðàëè âiä ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ:

à)
∫ x10dx

x2 + x− 2
;

á)
∫ x3 + 1

x3 − 5x2 + 6x
dx;
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 126 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

â)
∫ x4dx

x4 + 5x2 + 4
;

ã)
∫ x4 + 2x3 − 6x+ 1

x3 − 1
dx;

ä)
∫ 8x7 + x+ 1

x4 − 1
dx;

å)
∫ 2x3 + 4x− 5

x2 + x− 2
dx.

5. Îá÷èñëèòè iíòåãðàëè:

à)
∫ 1− 6

√
x+ 2 3

√
x

x+ 2
√
x3 + 3

√
x4
dx;

á)
∫ x+

√
x2 − 1

x+ 1
dx;

â)
∫ xdx

2 +
√

2x+ 1
;

ã)
∫ √2x2 + 1

x
dx;

ä)
∫ (√3− 2x

2x− 7
− x
)
dx;

å)
∫ x−√x2 + 4x− 5

2 + x
dx;

æ)
∫ 6

√
x+ 2

(x+ 2)2 ·
√
x+ 1

dx;

ç)
∫ 4

√
1− x−

√
x+ 1

(
√
x+ 1 + 4

√
1− x)(x+ 1)2

dx;

è)
∫ 2x+

√
x2 + x+ 1

x2 − 1
dx;
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 127 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

ê)
∫ 3dx

(2x− 3)
√

4x− x2
;

ë)
∫ xdx√

x2 + x− 2 + x
;

ì)
∫ √2− 2x− x2

x
dx;

í)
∫ x√x2 + 4x

x− 1
dx;

î)
∫ sin3 x

cos4 x
dx;

ï)
∫ dx

sin4 x cos4 x
;

ð)
∫ dx

5 + 4 sinx
.
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 128 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Iíòåðàêòèâíi òåñòîâi çàâäàííÿ, òåñò 5

Iíòåðàêòèâíi òåñòîâi çàâäàííÿ òåñòó 5 iç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó ðîçðîáëåíi çà äàíèì ïîñi-
áíèêîì äëÿ ïåðåâiðêè ðiâíÿ çíàíü, óìiíü òà íàâè÷îê ñòóäåíòiâ, ÿêi âîíè îäåðæàëè â ïðîöåñi
âèâ÷åííÿ òåì: ïåðâiñíà òà íåâèçíà÷åíèé iíòåãðàë. Òåñòîâå çàâäàííÿ ñêëàäàþòüñÿ ç 30 ïèòàíü
ðiçíèõ ðiâíiâ ñêëàäíîñòi, ùî âêàçóþòüñÿ âiäðàçó ïiñëÿ íîìåðà ïèòàííÿ ó âèãëÿäi êiëüêîñòi
áàëiâ.

Îçíàéîìèòèñÿ ç îñîáëèâîñòÿìè âèêîíàííÿ òåñòiâ ìîæíà íà ñòîð. 46.
Äëÿ òîãî, ùîá ïåðåéòè äî áåçïîñåðåäíüîãî âèêîíàííÿ òåñòîâîãî çàâäàííÿ, íåîáõiäíî íàòè-

ñíóòè êíîïêó ¾Òåñò 5¿.
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 129 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

3.2. Âèçíà÷åíèé iíòåãðàë òà éîãî âëàñòèâîñòi

3.2.1. Çàäà÷i, ùî ïðèâîäÿòü äî ïîíÿòòÿ âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó

1.Ïëîùà êðèâîëiíiéíî¨ òðàïåöi¨.
Êðèâîëiíiéíîþ òðàïåöi¹þ íàçèâà¹òüñÿ ôiãóðà, ÿêà îáìåæåíà ãðàôiêîì íåâiä'¹ìíî¨ ôóíêöi¨

y = f(x), âèçíà÷åíî¨ íà âiäðiçêó [a, b], âiññþ Ox i äâîìà âåðòèêàëüíèìè ïðÿìèìè x = a òà x = b
(äèâ. ðèñ.).

0
x

y

x1 x2 xn−1 ba

y = f(x)
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 130 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Äëÿ îá÷èñëåííÿ ïëîùi öi¹¨ òðàïåöi¨ ðîçiá'¹ìî âiäðiçîê [a, b] òî÷êàìè a = x0, x1, x2, . . . , xn = b
íà âiäðiçêè [xi−1, xi], íà êîæíîìó ç öèõ âiäðiçêiâ âiçüìåìî äîâiëüíèì ÷èíîì òî÷êó ξi i ïîáóäó¹ìî
ïðÿìîêóòíèêè âèñîòîþ f(ξi), ùî ñïèðàþòüñÿ íà âiäðiçîê [xi − xi−1] (äèâ. ðèñ.).

xi−1 xiξi

f(ξi)

Ïëîùà Si òàêîãî ïðÿìîêóòíèêà íàáëèæåíî äîðiâíþ¹

Si ≈ f(ξi)4xi,
äå ∆xi = xi − xi−1, i = 1, n. Ïëîùà êðèâîëiíiéíî¨ òðàïåöi¨ S íàáëèæåíî äîðiâíþ¹ ñóìi ïëîù
âñiõ òàêèõ ïðÿìîêóòíèêiâ:

S ≈ f(ξ1)4x1 + f(ξ2)4x2 + . . .+ f(ξn)4xn =
n∑
i=1

f(ξi)4xi

Òî÷íèì çíà÷åííÿì ïëîùi S áóäå ãðàíèöÿ öi¹¨ ñóìè ïðè íåîáìåæåíîìó çìåíøåííi øèðèíè ïðÿ-
ìîêóòíèêà, òîáòî çà óìîâè max4xi → 0:

S = lim
max4xi→0

n∑
i=1

f(ξi)4xi
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 131 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ îá÷èñëåííÿ ïëîùi êðèâîëiíiéíî¨ òðàïåöi¨ íåîáõiäíî çíàéòè ãðàíèöþ íàâåäå-
íîãî âèùå âèãëÿäó.

2.Îá÷èñëåííÿ øëÿõó, ùî ïðîéøëà òî÷êà çà äàíèé ïðîìiæîê ÷àñó.
Íåõàé òî÷êà ðóõà¹òüñÿ ïðÿìîëiíiéíî ç øâèäêiñòþ v = v(t), ùî ¹ ôóíêöi¹þ âiä ÷àñó t.

Ðîçãëÿíåìî òàêó çàäà÷ó: çíàéòè øëÿõ S̃, ùî ïðîéøëà òî÷êà çà ïðîìiæîê ÷àñó âiä t = α äî
t = β. Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ öi¹¨ çàäà÷i ðîçiá'¹ìî ïðîìiæîê [α, β] òî÷êàìè t0 = α < t1 < t2 <
. . . < tn−1 < β = tn íà ïðîìiæêè [ti−1, ti]. Ïðèïóñêàþ÷è, ùî äîâæèíà ∆ti = ti − ti−1 i-ãî
ïðîìiæêó ÷àñó ¹ äîñòàòíüî ìàëîþ, ìîæåìî ââàæàòè, ùî íà ïðîòÿçi òàêîãî ïðîìiæêó òî÷êà
ðóõà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî ç ïîñòiéíîþ øâèäêiñòþ v(τi), äå τi ∈ [ti−1, ti]. Òîäi øëÿõ çà ÷àñ âiä ti−1 äî
ti íàáëèæåíî äîðiâíþ¹ v(τi)∆t(i), à ïîâíèé øëÿõ S̃ ïîäà¹òüñÿ íàáëèæåíîþ ðiâíiñòþ

S̃ ≈
n∑
i=1

v(τi)4ti.

Âiäìiòèìî, ùî òî÷íèì çíà÷åííÿì S̃ áóäå ãðàíèöÿ íàâåäåíèõ ó ïîïåðåäíié ôîðìóëi ñóì çà
óìîâè, ùî max4ti → 0:

S̃ = lim
max4ti→0

n∑
i=1

v(τi)4ti.

Äî îá÷èñëåííÿ ãðàíèöü òàêîãî ðîäó ïðèâîäÿòü é iíøi çàäà÷i. Ó çâ'ÿçêó ç öèì âèíèêà¹
íåîáõiäíiñòü ðîçãëÿíóòè öþ ãðàíèöþ, âiäâîëiêàþ÷èñü âiä òîãî, â ðåçóëüòàòi ÿêî¨ çàäà÷i ìè
ïðèéøëè äî íå¨.

3.2.2. Îçíà÷åííÿ âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà

Ðîçãëÿíåìî ÷èñëîâó ôóíêöiþ f , âèçíà÷åíó íà âiäðiçêó [a, b]. Ðîçáèòòÿì Θ âiäðiçêó [a, b]
áóäåìî íàçèâàòè ñóêóïíiñòü òî÷îê {x1, x2, . . . , xn} öüîãî âiäðiçêó, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâi

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b
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Äëÿ êîæíîãî ðîçáèòòÿ Θ = {x1, x2, . . . , xn} ïîçíà÷èìî ÷åðåç ∆xi = xi − xi−1 äîâæèíó âiäðiçêó
ðîçáèòòÿ [xi−1, xi]. ×èñëî λ(Θ) = max

i
∆xi íàçèâà¹òüñÿ äðiáíiñòþ ðîçáèòòÿ Θ.

Íåõàé Θ = {x1, x2, . . . , xn} � ðîçáèòòÿ âiäðiçêó [a, b]. Íà êîæíîìó ç âiäðiçêiâ [xi−1, xi] îáåðåìî
òî÷êó ξi i óòâîðèìî ñóìó

SΘ(f) =
n∑
i=1

f(ξi)∆xi.

Òàêó ñóìó íàçèâàþòü iíòåãðàëüíîþ ñóìîþ ôóíêöi¨ f íà âiäðiçêó [a, b] äëÿ ðîçáèòòÿ Θ.

Îçíà÷åííÿ 3.2.1. ×èñëî I íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ iíòåãðàëüíèõ ñóìè SΘ(f) ïðè λ(Θ)→
0, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ δ > 0, òàêå ùî äëÿ áóäü ÿêîãî ðîçáèòòÿ Θ =
{x1, x2, . . . , xn} âiäðiçêó [a, b] äðiáíiñòþ λ(Θ) < δ ïðè áóäü-ÿêîìó âèáîði òî÷îê ξi ∈
[xi−1, xi] âiäïîâiäíà iíòåãðàëüíà ñóìà SΘ(f) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü S_{\Theta}(f)-I < ε.

Äëÿ ïîçíà÷åííÿ ãðàíèöi iíòåãðàëüíèõ ñóì â ñåíñi ïîïåðåäíüîãî îçíà÷åííÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
çàïèñ

lim
λ(Θ)→0

SΘ(f) = I.

Îçíà÷åííÿ 3.2.2. ßêùî âèçíà÷åíà â îçíà÷åííi 3.2.1 ãðàíèöÿ iñíó¹, òî ôóíêöiÿ f íà-
çèâà¹òüñÿ iíòåãðîâíîþ íà âiäðiçêó [a, b].
Äëÿ iíòåãðîâíî¨ íà [a, b] ôóíêöi¨ f ãðàíèöÿ iíòåãðàëüíèõ ñóì â ñåíñi îçíà÷åííÿ 3.2.1
íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷åíèì iíòåãðàëîì (àáî iíòåãðàëîì Ðiìàíà) ôóíêöi¨ f íà âiäðiçêó [a, b]

i ïîçíà÷à¹òüñÿ
b∫
a

f(x) dx; ÷èñëà a i b íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî íèæíüîþ òà âåðõíüîþ

ìåæåþ iíòåãðàëà.
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Òàêèì ÷èíîì, äëÿ iíòåãðîâíî¨ ôóíêöi¨∫ b

a

f(x) dx = lim
λ(Θ)→0

SΘ(f) = lim
λ(Θ)→0

n∑
i=1

f(ξi)∆xi.

Ïîâåðòàþ÷èñü äî çàäà÷ ç ïîïåðåäíüîãî ïàðàãðàôà, ìîæåìî çàïèñàòè ôîðìóëó ïëîùi êðè-
âîëiíiéíî¨ òðàïåöi¨ ÿê

S =

∫ b

a

f(x)dx

i ôîðìóëó øëÿõó, ùî ïðîéøëà òî÷êà, ÿê

S̃ =

∫ β

α

v(t)dt.

Íàâåäåìî áåç äîâåäåííÿ íàñòóïíi äâi òåîðåìè.

Òåîðåìà 3.2.1. (íåîáõiäíà óìîâà iíòåãðîâíîñòi) ßêùî ôóíêöiÿ f iíòåãðîâíà íà âiäðiçêó
[a, b], òî âîíà îáìåæåíà íà öüîìó âiäðiçêó (îòæå, íåîáìåæåíà ôóíêöiÿ ¹ íåiíòåãðîâíîþ).

Òåîðåìà 3.2.2. (äîñòàòíÿ óìîâà iíòåãðîâíîñòi) Íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [a, b] ôóíêöiÿ ¹
iíòåãðîâíîþ íà öüîìó âiäðiçêó.

Ñòîðiíêà 133 iç 160 c©Ìîãiëåâñüêèé Â.É., Ïîäîøâåëåâ Þ.Ã., 2018

http://pnpu.edu.ua/ua/


Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 134 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

3.2.3. Âëàñòèâîñòi âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà, ùî âèðàæàþòüñÿ ðiâíîñòÿ-

ìè

1. ßêùî ôóíêöi¨ f i g ¹ iíòåãðîâíèìè íà âiäðiçêó [a, b], òî ñóìà f + g i ðiçíèöÿ f − g òàêîæ
¹ iíòåãðîâíèìè [a, b]. Êðiì òîãî, âiðíèìè ¹ ðiâíîñòi∫ b

a

[f(x)± g(x)]dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ b

a

g(x)dx. (3.2.3.1)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî ðîçáèòòÿ Θ = {x1, x2, . . . , xn} âiäðiçêó [a, b] ïðè äîâiëüíîìó
âèáîði òî÷îê ξi ∈ [xi−1, xi] ìà¹ìî

SΘ(f + g) =
n∑
i=1

[f(ξi) + g(ξi)]4xi =
n∑
i=1

f(ξi)4xi +
n∑
i=1

g(ξi)4xi = SΘ(f) + SΘ(g).

Òàêèì ÷èíîì

SΘ(f + g) = SΘ(f) + SΘ(g). (3.2.3.2)

Îñêiëüêè f i g ¹ iíòåãðîâíèìè, òî iñíóþòü ãðàíèöi

lim
λ(Θ)→0

SΘ(f) =

∫ b

a

f(x)dx, lim
λ(Θ)→0

SΘ(g) =

∫ b

a

g(x)dx.

Òîìó âíàñëiäîê (3.2.3.2) iñíó¹ ãðàíèöÿ∫ b

a

[f(x)± g(x)] dx = lim
λ(Θ)→0

SΘ(f + g) = lim
λ(Θ)→0

SΘ(f) + lim
λ(Θ)→0

SΘ(g) =

=

∫ b

a

f(x)dx+

∫ b

a

g(x)dx,

ùî äîâîäèòü ôîðìóëó (3.2.3.1) äëÿ ñóìè. Ó âèïàäêó ðiçíèöi äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå.
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2. ßêùî ôóíêöiÿ f ¹ iíòåãðîâíîþ íà [a, b] i A � äiéñíå ÷èñëî, òî ôóíêöiÿ Af(x) òàêîæ ¹
iíòåãðîâíîþ íà [a, b] i ∫ b

a

Af(x)dx = A

∫ b

a

f(x)dx.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Θ = {x0, x1, . . . , xn} � ðîçáèòòÿ âiäðiçêó [a, b] i ξi ∈ [xi−1, xi]. Òîäi

n∑
i=1

Af(ξi)4xi = A
n∑
i=1

f(ξi)4xi.

Ïåðåõîäÿ÷è â öié ðiâíîñòi äî ãðàíèöi ïðè λ(Θ)→ 0, îòðèìà¹ìî ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ.

3. Íåõàé ôóíêöiÿ f âèçíà÷åíà íà âiäðiçêó [a, b] i c ∈ (a, b). ßêùî f iíòåãðîâíà íà âiäðiçêàõ
[a, c] i [c, b], òî f iíòåãðîâíà íà [a, b] i∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx. (3.2.3.3)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Θ1 i Θ2 � ðîçáèòòÿ âiäðiçêiâ [a, c] i [c, b] âiäïîâiäíî. Î÷åâèäíî, ùî
îá'¹äíàííÿ òî÷îê öèõ ðîçáèòòiâ óòâîðþ¹ äåÿêå ðîçáèòòÿ Θ âiäðiçêó [a, b] i ñïðàâåäëèâà
ðiâíiñòü

SΘ(f) = SΘ1(f) + SΘ2(f). (3.2.3.4)

Êðiì òîãî, ÿêùî λ(Θ)→ 0, òî λ(Θ1)→ 0 i λ(Θ2)→ 0. Ïåðåõîäÿ÷è òåïåð â (3.2.3.4) äî
ãðàíèöi ïðè λ(Θ)→ 0, îòðèìó¹ìî ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ.

Âëàñòèâiñòü 3 íàçèâà¹òüñÿ àäèòèâíiñòþ âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà.

Óçàãàëüíèìî ïîíÿòòÿ âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó íà âèïàäîê, êîëè íèæíÿ ìåæà iíòåãðóâàííÿ áiëü-
øå àáî äîðiâíþ¹ âåðõíié ìåæi iíòåãðóâàííÿ.
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Îçíà÷åííÿ 3.2.3. ßêùî a > b i ôóíêöiÿ f iíòåãðîâíà íà [b, a], òî ïîêëàäà¹ìî∫ b

a

f(x) dx = −
∫ a

b

f(x) dx

Êðiì òîãî, ïîêëàäà¹ìî ∫ a

a

f(x) dx = 0.

Âëàñòèâîñòi 1. i 2. çàëèøàþòüñÿ ñïðàâåäëèâèìè i çà óìîâè a ≥ b. Ùî æ äî âëàñòèâîñòi 3.,
òî âîíà òàêîæ çàëèøà¹òüñÿ ñïðàâåäëèâîþ, àëå âæå ïðè äîâiëüíîìó ðîçòàøóâàííi òî÷îê.

Ïåðåâiðèìî, íàïðèêëàä, ùî âëàñòèâiñòü 3. çàëèøà¹òüñÿ ñïðàâåäëèâîþ ïðè òàêîìó ðîçòàøó-
âàííi òî÷îê:

a b c
r r r

Çãiäíî ç äîâåäåíèì
∫ c
a
f(x)dx =

∫ b
a
f(x)dx+

∫ c
b
f(x)dx =

∫ b
a
f(x)dx−

∫ b
c
f(x)dx, òîáòî∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx.

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.
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3.2.4. Âëàñòèâîñòi âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà, ùî âèðàæàþòüñÿ íåðiâíî-

ñòÿìè

1* ßêùî ôóíêöi¨ f i g iíòåãðîâíi íà [a, b] i f(x) ≤ g(x), x ∈ [a, b], òî∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

g(x)dx. (3.2.4.1)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Θ = {x0, x1, x2, . . . , xn−1, xn} � ðîçáèòòÿ âiäðiçêó [a, b], ξi ∈ [xi−1, xi]
i SΘ(f) òà SΘ(g) � âiäïîâiäíi iíòåãðàëüíi ñóìè ôóíêöié f òà g. Îñêiëüêè f(ξi) ≤ g(ξi),
òî f(ξi)4xi ≤ g(ξi)4xi i òîìó SΘ(f) ≤ SΘ(g). Ïåðåõîäÿ÷è â öié íåðiâíîñòi äî ãðàíèöi
çà óìîâè, ùî λ(Θ)→ 0, îòðèìó¹ìî (3.2.4.1).

2* ßêùî ôóíêöiÿ f(x) iíòåãðîâíà íà [a, b], òî ôóíêöiÿ |f(x)| òàêîæ iíòåãðîâíà íà [a, b] i∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx

 ≤ ∫ b

a

|f(x)|dx. (3.2.4.2)

Äîâåäåííÿ. Iíòåãðîâíiñòü ôóíêöi¨ |f(x)| � áåç äîâåäåííÿ. Äàëi, äëÿ êîæíîãî x ∈ [a, b]
ìà¹ìî −|f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)|. Òîìó çà âëàñòèâiñòþ 1*

−
∫ b

a

|f(x)|dx ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

|f(x)|dx, (3.2.4.3)

çâiäêè âèïëèâà¹ (3.2.4.2).

Íàñëiäîê 3.2.4. ßêùî ôóíêöiÿ f(x) iíòåãðîâíà íà [a, b] i f(x) ≥ 0, x ∈ [a, b], òî∫ b

a

f(x)dx ≥ 0.

Ñòîðiíêà 137 iç 160 c©Ìîãiëåâñüêèé Â.É., Ïîäîøâåëåâ Þ.Ã., 2018

http://pnpu.edu.ua/ua/


Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 138 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè f(x) ≥ 0, òî âíàñëiäîê âëàñòèâîñòi 1*∫ b

a

f(x)dx ≥
∫ b

a

0 · dx = 0,

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Çà àíàëîãi¹þ äîâîäèòüñÿ, ùî ó âèïàäêó f(x) ≤ 0, x ∈ [a, b], ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
b∫
a

f(x)dx ≤

0.

3.2.5. Òåîðåìà ïðî ñåðåäí¹

Ëåìà 3.2.5. Äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b, C ∈ R ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü∫ b

a

C dx = C(b− a). (3.2.5.1)

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî a < b. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) ≡ C, x ∈ [a, b]. Äëÿ
êîæíîãî ðîçáèòòÿ Θ âiäðiçêó [a, b] âiäïîâiäíîþ iíòåãðàëüíîþ ñóìîþ ¹

SΘ(f) =
n∑
i=1

C4xi = C
n∑
i=1

4xi = C(b− a)

Ïåðåõîäÿ÷è â öié ðiâíîñòi äî ãðàíiöi çà óìîâè λ(Θ) → 0, îòðèìó¹ìî (3.2.5.1). Ó âèïàäêó
a > b ìà¹ìî ∫ b

a

f(x)dx = −
∫ a

b

f(x)dx = −C(b− a) = C(a− b),

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 139 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Çàóâàæåííÿ 3.2.6. Ó âèïàäêó C > 0 äîâåäåíà ëåìà ãåîìåòðè÷íî îçíà÷à¹ íàñòóïíå î÷iêóâàíå
òâåðäæåííÿ: ïëîùà ïðÿìîêóòíèêà, îáìåæåíîãî ãîðèçîíòàëüíèìè ïðÿìèì y = 0, y = C i
âåðòèêàëüíèìè ïðÿìèìè x = a òà x = b, äîðiâíþ¹ iíòåãðàëó â ôîðìóëi(3.2.5.1), òîáòî
C(b− a) (äèâ. ðèñ. íèæ÷å).

6
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��

a b

C

x

y

0

Òåîðåìà 3.2.3 (Ïðî ñåðåäí¹). ßêùî ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó ç êiíöÿìè â òî÷êàõ
a i b, òî çíàéäåòüñÿ òî÷êà ξ ìiæ a i b, òàêà ùî∫ b

a

f(x)dx = f(ξ)(b− a). (3.2.5.2)

(iñíóâàííÿ iíòåãðàëà â ôîðìóëi (3.2.5.2) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 3.2.2).

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî a < b i, îòæå, ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [a, b].
Òîäi çãiäíî ç òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàñà ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

m ≤ f(x) ≤M, x ∈ [a, b],

äå m òà M � âiäïîâiäíî íàéìåíøå i íàéáiëüøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà [a, b]. Iíòåãðóþ÷è öþ
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 140 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

íåðiâíiñòü òà ïðèéìàþ÷è äî óâàãè (3.2.5.1), îòðèìà¹ìî

m(b− a) ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤M(b− a).

Oñêiëüêè b− a > 0, òî ìîæíà ïîäiëèòè âñi ÷ëåíè îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi íà b− a. Òîìó

m ≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤M (3.2.5.3)

i çãiäíî ç íàñëiäêîì 1.5.11 iñíó¹ òî÷êà ξ ∈ [a, b], òàêà ùî

f(ξ) =
1

b− a

∫ b

a

f(x)dx. (3.2.5.4)

Çâiäêè âèïëèâà¹ (3.2.5.2).
ßêùî a > b, òî çà äîâåäåíèì âèùå∫ b

a

f(x)dx = −
∫ a

b

f(x)dx = −f(ξ)(a− b) = f(ξ)(b− a),

äå ξ ∈ [b, a]. Îòæå, i â öüîìó âèïàäêó ðiâíiñòü (3.2.5.2) ¹ âiðíîþ.

Çàóâàæåííÿ 3.2.7. Ãåîìåòðè÷íî ó âèïàäêó íåâiä'¹ìíî¨ ôóíêöi¨ f(x) òåîðåìà ïðî ñåðåäí¹
îçíà÷à¹ iñíóâàííÿ òî÷êè ξ ∈ [a, b], òàêî¨ ùî ïëîùà ïðÿìîêóòíèêà ç îñíîâîþ [a, b] âèñîòîþ
f(ξ) äîðiâíþ¹ ïëîùi êðèâîëiíiéíî¨ òðàïåöi¨ ïiä ãðàôiêîì ôóíêöi¨ (äèâ. ðèñ. íèæ÷å).
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 141 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

3.2.6. Ïîõiäíà âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó çi çìiííîþ âåðõíüîþ ìåæåþ.

Ôîðìóëà Í'þòîíà-Ëåéáíiöà

Íåõàé ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà íà ïðîìiæêó 〈a, b〉 i x0 � ôiêñîâàíà òî÷êà ç 〈a, b〉. Îñêiëüêè
äëÿ êîæíîãî x ∈ 〈a, b〉 ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó ç êiíöÿìè â òî÷êàõ x0 i x, òî âîíà
iíòåãðîâíà íà öüîìó âiäðiçêó. Òîìó ðiâíiñòü

Φ(x) =

∫ x

x0

f(t) dt, x ∈ 〈a, b〉 (3.2.6.1)

êîðåêòíî âèçíà÷à¹ ôóíêöiþ Φ(x) íà 〈a, b〉. Öÿ ôóíêöiÿ íàçèâà¹òüñÿ iíòåãðàëîì çi çìiííîþ
âåðõíüîþ ìåæåþ.
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 142 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Òåîðåìà 3.2.4. ßêùî ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà íà ïðîìiæêó 〈a, b〉 i x0 ∈ 〈a, b〉, òî ôóíêöiÿ
Φ(x) âèãëÿäó (3.2.6.1) äèôåðåíöiéîâíà íà 〈a, b〉 i

Φ′(x) = f(x), x ∈ 〈a, b〉. (3.2.6.2)

ßêùî ñêií÷åííà êiíöåâà òî÷êà a (âiäïîâiäíî b) íàëåæèòü äî 〈a, b〉, òî â ôîðìóëi (3.2.6.2)
Φ′(a) (Φ′(b)) ¹ ïðàâîþ (ëiâîþ) ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ Φ â öié òî÷öi.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíîãî ∆x ∈ R ìà¹ìî

Φ(x+ ∆x)− Φ(x) =

∫ x+∆x

x0

f(t)dt−
∫ x

x0

f(t)dt = [àäèòèâíiñòü iíòåãðàëà] =

=

∫ x+∆x

x

f(t)dt = [Òåîðåìà 3.2.3] = ∆xf(ξ),

äå ξ � òî÷êà ìiæ x i x+ ∆x. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

Φ(x+ ∆x)− Φ(x)

∆x
= f(ξ). (3.2.6.3)
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 143 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Îñêiëüêè òî÷êà ξ çíàõîäèòüñÿ ìiæ x i x + ∆x, òî çà óìîâè ∆x→ 0 ìà¹ìî ξ → x. Çâiäñè òà
ç íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f(x) â òî÷öi x âèïëèâà¹, ùî

lim
∆x→0

f(ξ) = f(x),

i âíàñëiäîê (3.2.6.3) ìà¹ìî

Φ′(x) = lim
∆x→0

Φ(x+ ∆x)− Φ(x)

∆x
= f(x)

Ç òåîðåìè 3.2.4 òà îçíà÷åííÿ ïåðâiñíî¨ âèïëèâà¹ òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 3.2.8. [Ïðî iñíóâàííÿ ïåðâiñíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨.] ßêùî ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà
íà ïðîìiæêó 〈a, b〉, òî ìíîæèíà ïåðâiñíèõ öi¹¨ ôóíêöi¨ íà 〈a, b〉 ¹ íåïîðîæíüîþ. Çîêðåìà, äëÿ
äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî x0 ∈ 〈a, b〉 ôóíêöiÿ Φ(x) âèãëÿäó (3.2.6.1) ¹ òàêîþ ïåðâiñíîþ.
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 144 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Òåîðåìà 3.2.5. ßêùî ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [a, b] i F (x) � ¨¨ ïåðâiñíà íà öüîìó
âiäðiçêó, òî ∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a) (3.2.6.4)

Ôîðìóëà (3.2.6.4) íàçèâà¹òüñÿ ôîðìóëîþ Í'þòîíà-Ëåéáíiöà.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç íàñëiäêîì 3.2.8 ôóíêöiÿ Φ(x)

Φ(x) =

∫ x

a

f(t) dt, x ∈ [a, b],

¹ ïåðâiñíîþ ôóíêöi¨ f íà [a, b]. Òîìó çà òåîðåìîþ 3.1.1∫ x

a

f(t) dt = F (x) + C, (3.2.6.5)

äå C ∈ R � äåÿêà ñòàëà. Ïîêëàäàþ÷è â (3.2.6.5) x = 0, îòðèìó¹ìî 0 = F (0) + C. Îòæå,
C = −− F (a) i ôîðìóëó (3.2.6.5) ìîæíà çàïèñàòè òàê:∫ x

a

f(t)dt = F (x)− F (a), x ∈ [a, b].

Ïîêëàäàþ÷è â öié ðiâíîñòi x = b, îòðèìó¹ìî (3.2.6.4).

Ôîðìóëó Í'þòîíà-Ëåéáíiöà êîðîòøå çàïèñóþòü òàê∫ b

a

f(x)dx = F (x)

∣∣∣∣ ba ,
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 145 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

äå F (x)
∣∣ b
a

= F (b)− F (a) � ïðèðiñò ïåðâiñíî¨ F (x) íà âiäðiçêó [a, b].

Çàóâàæåííÿ 3.2.9. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ôîðìóëà (3.2.6.4) çàëèøà¹òüñÿ âiðíîþ òàêîæ ó âè-
ïàäêó, êîëè a ≥ b, ôóíêöiÿ f(x) íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [b, a] i F (x) ¨¨ ïåðâiñíà íà [b, a]. Äiéñíî,
ó öüîìó âèïàäêó ∫ b

a

f(x) dx = −
∫ a

b

f(x) dx = −(F (a)− F (b)) = F (b)− F (a).

Ïðèêëàäè: ∫ 1

0

xdx =
x2

2

∣∣∣∣10 =
1

2
− 0 =

1

2
(3.2.6.6)∫ π

2

−π
2

cosxdx = sinx

∣∣∣∣ π
2

−π
2

= sin
π

2
− sin

(
−π

2

)
= 1− (−1) = 2. (3.2.6.7)

Ó âèïàäêàõ, êîëè îäðàçó íå âèäíî, ÿêà ïåðâiñíà ó ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨, öþ ïåðâiñíó çíàõî-
äÿòü ÿê íåâèçíà÷åíèé iíòåãðàë.∫ 1

0

x
√

1− x2dx =

∫
x
√

1− x2dx

∣∣∣∣10 = −1

2

∫ √
1− x2d(1− x2)

∣∣∣∣10 = −1

2

(1− x2)
3
2 2

3

∣∣∣∣10 =
1

3
.
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 146 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

3.2.7. Iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè òà çàìiíà çìiííî¨ ó âèçíà÷åíîìó iíòå-

ãðàëi

Òåîðåìà 3.2.6 (iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè). Íåõàé ôóíêöi¨ u i v ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâ-
íèìè íà âiäðiçêó [a, b]. Òîäi ñïðàâåäëèâîþ ¹ òàêà ôîðìóëà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè:∫ b

a

u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)

∣∣∣∣ ba −
∫ b

a

u′(x)v(x)dx. (3.2.7.1)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ôóíêöi¨ v i u ìàþòü íà [a, b] ïîõiäíi, òî

(u(x)v(x))′ = u′(x)v(x) + u(x)v′(x), x ∈ [a, b].

Òîìó ôóíêöiÿ u(x)v(x) ¹ ïåðâiñíîþ äëÿ ñóìè u′(x)v(x) + u(x)v′(x) íà âiäðiçêó [a, b] i çà
ôîðìóëîþ Í'þòîíà-Ëåéáíiöà∫ b

a

(u(x)v′(x) + u′(x)v(x))dx = u(x)v(x)
∣∣∣a
b
. (3.2.7.2)

Îñêiëüêè ôóíêöi¨ u(x)v′(x) i u′(x)v(x) íåïåðåðâíi íà [a, b] (ÿê äîáóòêè íåïåðåðâíèõ ôóíêöié),
òî iíòåãðàë ñóìè â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3.2.7.2) ìîæíà çàìiíèòè íà ñóìó iíòåãðàëiâ. Îòæå,∫ b

a

u(x)v′(x)dx+

∫ b

a

u′(x)v(x)dx = u(x)v(x)
∣∣∣a
b
,

çâiäêè âèïëèâà¹ (3.2.7.1).
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 147 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè ìîæíà çàïèñàòè äåùî â ñïðîùåíîìó âèãëÿäi:∫ b

a

udv = uv
∣∣∣a
b
−
∫ b

a

vdu

äå dv = v′(x)dx, du = u′(x)dx.
Ïðèêëàä:∫ 1

0

arctg xdx =

[
u = arctg x du =

1

1 + x2
dx

dx = dv v = x

]
= xarctg x

∣∣∣∣01 −
∫ 1

0

xdx

1 + x2
=

= 1 · arctg 1− 0 · arctg 0− 1

2
ln|1 + x2|

∣∣∣∣01 =
π

4
− 1

2
ln 2 +

1

2
ln 1 =

π

4
− 1

2
ln 2.

Òåîðåìà 3.2.7 (çàìiíà çìiííî¨). ßêùî ôóíêöiÿ ω ìà¹ íà âiäðiçêó [a, b] íåïåðåðâíó ïîõiäíó
i ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ, ùî ëåæàòü â ïðîìiæêó 〈α, β〉, íà ÿêîìó íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f , òî∫ b

a

f(ω(x))ω′(x)dx =

∫ ω(b)

ω(a)

f(u)du. (3.2.7.3)

ßêùî, êðiì òîãî, [α, β] � âiäðiçîê i ω(a) = α, ω(b) = β, òî∫ b

a

f(ω(x))ω′(x)dx =

∫ β

α

f(u) du

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó ç êiíöÿìè â òî÷êàõ ω(a) i ω(b), òî
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 148 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

çà ôîðìóëîþ Í'þòîíà-Ëåéáíiöà∫ ω(b)

ω(a)

f(u)du = F (ω(b))− F (ω(a)), (3.2.7.4)

äå F (u) � ïåðâiñíà ôóíêöi¨ f íà 〈α, β〉. Ðîçãëÿíåìî òåïåð ñêëàäíó ôóíêöiþ F (ω(x)). Âiäïî-
âiäíî äî íàñëiäêó 2.1.7 ïîõiäíà (F (ω(x)))′x öi¹¨ ôóíêöi¨ ìà¹ âèãëÿä

(F (ω(x))′x = F ′u(ω(x))ω′(x) = f(ω(x))ω′(x), x ∈ [a, b].

Öå îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ F (ω(x) ¹ ïåðâiñíîþ äëÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f(ω(x))ω′(x) íà [a, b] i
òîìó çà ôîðìóëîþ Í'þòîíà-Ëåéáíiöà∫ b

a

f(ω(x))ω′(x)dx = F (ω(x))

∣∣∣∣ ba = F (ω(b))− F (ω(a)). (3.2.7.5)

Ïîðiâíþþ÷è òåïåð (3.2.7.4) i (3.2.7.5), îòðèìó¹ìî (3.2.7.3).

Ôîðìóëó (3.2.7.3) çàïèñóþòü òàêîæ ó âèãëÿäi∫ b

a

f(ω(x))dω(x) =

∫ ω(b)

ω(a)

f(u)du
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 149 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè:∫ 2

0

x
√

4− x2dx = −1

2

∫ 2

0

√
4− x2d(4− x2) = −1

2

∫ 0

4

√
udu = −1

2

2u
3
2

3

∣∣∣∣04 = 0−
(
−8

3

)
=

8

3

∫ 2

0

√
4− x2dx =


x = 2 cos t;

dx = −2 sin tdt;

x1 = 0; t1 =
π

2
;

x2 = 2; t2 = 0.

 = −2

∫ 0

π
2

√
4− 4 cos2 t sin tdt = −4

∫ 0

π
2

sin2 tdt =

= −4

∫ 0

π
2

1− cos 2t

2
dt = −4

(
1

2
t− 1

4
sin 2t

) ∣∣∣∣ 0π
2

= 0−
(
−4

π

4
− 0
)

= π

3.2.8. Çàñòîñóâàííÿ âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà.

Âèçíà÷åíèé iíòåãðàë ìà¹ øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ó ìàòåìàòèöi òà ôiçèöi. Ðîçãëÿíåìî çàñòî-
ñóâàííÿ âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà ó ãåîìåòði¨, çîêðåìà äëÿ çíàõîäæåííÿ ïëîù ôiãóð, îáìåæåíèõ
ãðàôiêàìè ôóíêöié, òà îá'¹ìiâ òië.

3.2.8.1. Ïëîùà ïëîñêî¨ ôiãóðè.

Îçíà÷åííÿ 3.2.10. Íåõàé f òà g - íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ íà âiäðiçêó [a, b], òàêi ùî g(x) ≤
f(x) íà öüîìó âiäðiçêó. Òîäi ìíîæèíà òî÷îê M = (x, y) íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi,ùî
çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòÿì a ≤ x ≤ b, g(x) ≤ y ≤ f(x), íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíîþ
êðèâîëiíiéíîþ òðàïåöi¹þ.

Íà íèæ÷å íàâåäåíîìó ðèñóíêó ïðåäñòàâëåíî óçàãàëüíåíó êðèâîëiíiéíó òðàïåöiþ.

Ñòîðiíêà 149 iç 160 c©Ìîãiëåâñüêèé Â.É., Ïîäîøâåëåâ Þ.Ã., 2018

http://pnpu.edu.ua/ua/


Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 150 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

0
x

y

ba

y = f(x)

y = g(x)

S =

∫ b

a

(f(x)− g(x))dx

Ïëîùà S óçàãàëüíåíî¨ êðèâîëiíiéíî¨ òðàïåöi¨ îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

S =

∫ b

a

(f(x)− g(x))dx (3.2.8.1)
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 151 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Ïðèêëàä. Îá÷èñëèòè ïëîùó ôiãóðè, ùî îáìåæåíà ïàðàáîëîþ y = x2, âiññþ àáñöèñ, òà
ïðÿìèìè x = 1

2
, x = 11

2
.

Ïðåäñòàâèìî ïîêðîêîâó ðåàëiçàöiþ ïîøóêó ðîçâ'ÿçêó äàíîãî çàâäàííÿ.
1. Äëÿ îá÷èñëåííÿ ïëîùi ôiãóðè ñïî÷àòêó ïîáóäó¹ìî ãðàôiêè ôóíêöié: y = x2, y = 0,

x = 1
2
, x = 11

2
.

∫ 3/2

1/2

x2dx

x

f(x)

1
2

1 11
2

2 3

1

2

21
4

3

x2

2. Ìåæi iíòåãðóâàííÿ ó äàíîìó âèïàäêó íàì çàäàíi: x = 1
2
, x = 11

2
.
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 152 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

3. Øóêàíà ôiãóðà îáìåæåíà íà çàäàíîìó ïðîìiæêó çãîðè ãðàôiêîì ôóíêöi¨ y = x2, à çíèçó
� y = 0.

4. Îá÷èñëèìî ïëîùó, çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó (3.2.8.1).

S =

∫ 3/2

1/2

(x2 − 0)dx =

∫ 3/2

1/2

x2dx =
x3

3

3/2

1/2

=
27

24
− 1

24
=

26

24
= 1

1

12
.

Îçíà÷åííÿ 3.2.11. Íåõàé íà ïëîùèíi çàäàíà ïîëÿðíà ñèñòåìà êîîðäèíàò r, φ òà ôóí-
êöiÿ r = r(φ), íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [α, β]. Òîäi ïëîñêà ôiãóðà, îáìåæåíà ëiíiÿìè φ = α,
φ = β, r = r(φ), íàçèâà¹òüñÿ êðèâîëiíiéíèì ñåêòîðîì.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ ïëîùi êðèâîëiíiéíîãî ñåêòîðà âèêîðèñòîâó¹ìî ìiðêóâàííÿ, àíàëîãi÷íi ìið-
êóâàííÿì ïðè îá÷èñëåííi ïëîùi êðèâîëiíiéíî¨ òðàïåöi¨. Ñàìå, ðîçiá'¹ìî âiäðiçîê [α, β] òî÷êàìè
α = φ0, φ1, ..., φn = β. Ïðè öüîìó óòâîðþ¹òüñÿ n êðèâîëiíiéíèõ ñåêòîðiâ, îáìåæåíèõ ëiíiÿìè
φ = φi−1, φ = φi, r = r(φ). Çàìiíèìî ¨õ íà âiäïîâiäíi êðóãîâi ñåêòîðè ç ðàäióñîì r = rξi, äå
ξi ∈ [φi−1, φi]. Òîäi ïëîùà S êðèâîëiíiéíîãî ñåêòîðà íàáëèæåíî äîðiâíþ¹

n∑
i=1

1

2
r2(ξi)∆φi.

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè
max
1≤i≤n

∆ϕi → 0,

îòðèìà¹ìî ôîðìóëó äëÿ çíàõîäæåííÿ ïëîùi êðèâîëiíiéíîãî ñåêòîðà, à ñàìå

S =
1

2

∫ β

α

r2(φ)dφ (3.2.8.2)
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 153 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

3.2.9. Îá'¹ì òiëà.

Íåõàé â òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði çàäàíî äåÿêå òiëî T, ïðè ÷îìó âiäîìà ïëîùà S(x) ïåðåòèíó
öüîãî òiëà áóäü-ÿêîþ ïëîùèíîþ, ÿêà ïåðïåíäèêóëÿðíà äàíié âiñi Îõ òà ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç
òî÷êó õ íà öié âiñi. Òîäi, ÿêùî a ≤ x ≤ b, òî îá'¹ì ϑ(T ) òiëà Ò îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

ϑ(T ) =

∫ b

a

S(x)dx (3.2.9.1)

Çîêðåìà, ÿêùî Ò � òiëà îáåðòàííÿ, ÿêå óòâîðþ¹òüñÿ ïðè îáåðòàííi êðèâîëiíiéíî¨ òðàïåöi¨
2.2.1. íàâêîëî âiñi Îõ, òî S(x) = πf 2(x) i ôîðìóëà 3.2.9.1 ïðèéìà¹ âèãëÿä

ϑ(T ) = π

∫ b

a

f 2(x)dx. (3.2.9.2)

Ïðèêëàä. Îá÷èñëèòè îá'¹ì òiëà, óòâîðåíîãî îáåðòàííÿì íàâêîëî âiñi Ox êðèâîëiíiéíî¨ òðà-
ïåöi¨: y =

√
x, x = 0, x = 4, y = 0.

Çîáðàçèìî íà êðåñëåííi ïëîñêó ôiãóðó, îáìåæåíó ëiíiÿìè, y =
√
x, x = 0, x = 4, y = 0 íå

çàáóâàþ÷è ïðè öüîìó, ùî ðiâíÿííÿ x = 0 çàäà¹ âiñü Oy:

0
x

y

4x

y =
√
x

R(x) =
√
x
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 154 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Øóêàíà ôiãóðà çàøòðèõîâàíà ñèíiì êîëüîðîì. Ïðè ¨¨ îáåðòàííi íàâêîëî âiñi Ox îòðèìà¹ìî
òiëî, çîáðàæåíå íà ðèñóíêó.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñòàíäàðòíó ôîðìóëó äëÿ çíàõîäæåííÿ îá'¹ìó òiëà îáåðòàííÿ (3.2.9.2):

V = π

∫ 4

0

(√
x
)2
dx = π

∫ 4

0

xdx = π
x2

2

4

0

= 8π.

3.2.10. Ïëîùà ïîâåðõíi îáåðòàííÿ.

Îçíà÷åííÿ 3.2.12. Ïîâåðõíÿ, ÿêà óòâîðþ¹òüñÿ ïðè îáåðòàííi ãðàôiêà íåïåðåðâíî-
äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨ y = f(x), x ∈ [a, b], íàâêîëî âiñi , íàçèâà¹òüñÿ ïîâåðõíåþ îáåð-
òàííÿ.
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 155 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Ïëîùà ïîâåðõíi îáåðòàííÿ îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

S = 2π

∫ β

α

f 2(x)
√

1 + f ′2(x)dx. (3.2.10.1)

3.2.11. Äîâæèíà êðèâî¨.

ßêùî äåÿêà ïëîñêà êðèâà çàäàíà ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè x = x(t), y = y(t), t ∈ [α, β],
òî ¨¨ äîâæèíà l îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

l =

∫ β

α

√
x′2(t) + y′2(t)dφ (3.2.11.1)

ßêùî êðèâà çàäàíà ðiâíÿííÿì r = rφ, φ ∈ [α, β], â ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò r, φ, òî

l =

∫ β

α

√
r2(φ) + r′2(φ)dφ (3.2.11.2)

ßêùî êðèâà ¹ ãðàôiêîì íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨ y = f(x), x ∈ [a, b],, òî

l =

∫ b

a

√
1 + f ′2(x)dx (3.2.11.3)
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 156 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Ïðàêòè÷íi çàâäàííÿ 3.2

1. Îá÷èñëèòè âèçíà÷åíi iíòåãðàëè:
à)
∫ 2

−1

√
3 + xdx;

á)
∫ e

1

1 + ln x

x
dx;

â)
∫ 1

0

dx

x2 + 2x+ 2
;

ã)
∫ 2

π
1

π

sin
1

x
x2

dx.

2. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë ç âèêîðèñòàííÿì çàìiíè çìiííî¨:

à)
∫ 25

9

√
x√

x+ 2
dx;

á)
∫ 2

1

√
x2 − 1

x
dx;

â)
∫ −ln2

0

√
1− e2xdx;

ã)
∫ 1

0
x2
√

1− x2dx.
3. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè, îá÷èñëèòè iíòåãðàëè:
à)
∫ e

1

√
xlnxdx;

á)
∫ π4

0

x sinx

cos2 x
dx;

â)
∫ π

0
x2 sin 2xdx;

ã)
∫ π
−π e

2x sin 3xdx.
4. Îá÷èñëèòè ïëîùó ïëîñêî¨ ôiãóðè, îáìåæåíîþ ëiíiÿìè ç ðiâíÿííÿìè:
à) y = x2, y = x+ 1;
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Ñàéò ÏÍÏÓ

Ãîëîâíà

Çìiñò

JJ II

J I

Ñòîð. 157 iç 160

Íàçàä

Ïåðåãëÿä

Çàêðèòè

Âèõiä

Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

á) y = x2, x = y2;
â) x2 + y2 = R2, x+ y = R (R>0);

ã) y =
1

1 + x2
, y =

x2

2
;

ä) x = y2 − 1, x+ y = 1.
5. Îá÷èñëèòè ïëîùó ôiãóðè, ÿêà îáìåæåíà àñòðî¨äîþ x = a cos3 t, y = a sin3 t.
6. Çíàéòè ïëîùó ôiãóðè, ÿêà îáìåæåíà êàðäiî¨äîþ x = 2a cos t−a cos 2t, y = 2a sin t−asin2t.
7. Îá÷èñëèòè ïëîùó ôiãóðè, ÿêà îáìåæåíà ëiíi¹þ, ùî çàäàíà ïîëÿðíèì ðiâíÿííÿì:
à) ρ = a sin 2φ (a>0);
á) ρ = a cos 5φ;
â) ρ = 2 + cosφ.
8. Çà äîïîìîãîþ ïåðåõîäó äî ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò, îá÷èñëèòè ïëîùó ôiãóðè, ÿêà îáìåæåíà

ëiíi¹þ:
à) (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2) (a>0);
á) (x2 + y2)3 = 4a2xy(x2 − y2).
9. Ôiãóðà, ÿêà îáìåæåíà äóãàìè ïàðàáîë y = x2 òà y2 = x, îáåðòà¹òüñÿ íàâêîëî âiñi àáñöèñ.

Îá÷èñëèòè îá'¹ì òiëà, ÿêå ïðè öüîìó óòâîðþ¹òüñÿ.
10. Çíàéòè îá'¹ì òiëà, óòâîðåíîãî îáåðòàííÿì êðèâîëiíiéíî¨ òðàïåöi¨, ÿêà îáìåæåíà ëiíi¹þ

y = arcsinx, ç îñíîâîþ [0, 1] íàâêîëî âiñi Îõ.
11. Îá÷èñëèòè îá'¹ì òiëà, ÿêå óòâîðþ¹òüñÿ îáåðòàííÿì íàâêîëî âiñi îðäèíàò êðèâîëiíiéíî¨

òðàïåöi¨, ùî îáìåæåíà äóãîþ ñèíóñî¨äè y = sinx, ÿêà âiäïîâiäà¹ íàïiâïåðiîäó.
12. Çíàéòè ïëîùó ïîâåðõíi, ÿêà óòâîðåíà îáåðòàííÿì ïàðàáîëè y2 = 4ax íàâêîëî âiñi àáñöèñ

âiä âåðøèíè äî òî÷êè ç àáñöèñîþ x = 3a.
13. Îá÷èñëèòè ïëîùó ïîâåðõíi, ÿêà óòâîðåíà îáåðòàííÿì êóái÷íîþ ïàðàáîëè 3y − x3 = 0

íàâêîëî âiñi àáñöèñ (âiä x1 = 0 äî x2 = a).
14. Çíàéòè äîâæèíó êðèâî¨, ùî çàäàíà ðiâíÿííÿì:
à) y =

√
x3 (0 ≤ x ≤ 4);
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Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

á) y = ln cosx (0 ≤ x ≤ π

2
);

â) x = cos3 t, y = sin3 t (0 ≤ t ≤ 2π);
ã) x = a(t− sin t), y = a(1− cos t) (0 ≤ t ≤ 2π);
ä) ρ = 1 + cosφ;

å) ρ = a sin3 φ

3
(a>0).
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Iíòåðàêòèâíèé åëåêòðîííèé ïîñiáíèê Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. ×àñòèíà 1

Iíòåðàêòèâíi òåñòîâi çàâäàííÿ, òåñò 6

Iíòåðàêòèâíi òåñòîâi çàâäàííÿ òåñòó 6 iç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó ðîçðîáëåíi çà äàíèì ïîñi-
áíèêîì äëÿ ïåðåâiðêè ðiâíÿ çíàíü, óìiíü òà íàâè÷îê ñòóäåíòiâ, ÿêi âîíè îäåðæàëè â ïðîöåñi
âèâ÷åííÿ òåì: âèçíà÷åíèé iíòåãðàë òà éîãî âëàñòèâîñòi. Òåñòîâå çàâäàííÿ ñêëàäàþòüñÿ ç 30 ïè-
òàíü ðiçíèõ ðiâíiâ ñêëàäíîñòi, ùî âêàçóþòüñÿ âiäðàçó ïiñëÿ íîìåðà ïèòàííÿ ó âèãëÿäi êiëüêîñòi
áàëiâ.

Îçíàéîìèòèñÿ ç îñîáëèâîñòÿìè âèêîíàííÿ òåñòiâ ìîæíà íà ñòîð. 46.
Äëÿ òîãî, ùîá ïåðåéòè äî áåçïîñåðåäíüîãî âèêîíàííÿ òåñòîâîãî çàâäàííÿ, íåîáõiäíî íàòè-

ñíóòè êíîïêó ¾Òåñò 6¿.
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