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ÏÅÐÅËIÊ ÓÌÎÂÍÈÕ

ÏÎÇÍÀ×ÅÍÜ

Ó ôîðìóëàõ iíäåêñè, ïîçíà÷åíi ëàòèíñüêèìè ëiòåðàìè,

çìiíþþòüñÿ âiä 1 äî n, ãðåöüêèìè � âiä 0 äî n. Çà iíäåêñàìè,

ùî ïîâòîðþþòüñÿ, ïðîâîäèòüñÿ ïiäñóìîâóâàííÿ. Íèæíié iíäåêñ

ôóíêöi¨ ïîçíà÷à¹ äèôåðåíöiþâàííÿ çà âiäïîâiäíîþ çìiííîþ, à

âåðõíié iíäåêñ � íîìåð ôóíêöi¨, íèæíi iíäåêñè ñòàëèõ òà íåçàëå-

æíèõ çìiííèõ îçíà÷àþòü ¨õ íîìåðè.
R � ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë

Rn � n-âèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið

ÌÀI � ìàêñèìàëüíà àëãåáðà iíâàðiàíòíîñòi

∂µ = ∂
∂xµ

, � îïåðàòîðè äèôåðåíöiþâàííÿ çà çìiííèìè

∂ua = ∂
∂ua

xµ òà ua âiäïîâiäíî

ϵ = (ϵab) � àíòèñèìåòðè÷íèé òåíçîð 2-ãî ïîðÿäêó

δab � ñèìâîë Êðîíåêåðà

u(n) � ñóêóïíiñòü óñiõ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ u çà

çìiííîþ x1 äî ïîðÿäêó n
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ÂÑÒÓÏ

ßê âiäîìî, íåëiíiéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèí-

íèìè ïîõiäíèìè øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ÿê ìàòåìàòè÷íi ìî-

äåëi äëÿ äîñëiäæåííÿ îá'¹êòiâ ÷è ïðîöåñiâ íàâêîëèøíüîãî ñâi-

òó. Çâîðîòíèì êîìïåíñàòîðîì âèñîêîìó ðiâíþ àäåêâàòíîñòi òî-

÷íèõ ìîäåëåé ¹ ñêëàäíîñòi, ùî ïîâ'ÿçàíi ç ïîáóäîâîþ ¨õ òî÷íèõ

ðîçâ'ÿçêiâ. Òîìó ñàìå íà ïðîáëåìi âiäøóêàííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ

íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè  ðóíòó¹òüñÿ ñòâî-

ðåííÿ íîâèõ ìåòîäiâ iíòåãðóâàííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Äëÿ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ðîçðîáëåíî

íèçêó åôåêòèâíèõ ìåòîäiâ ¨õ ðîçâ'ÿçóâàííÿ: ìåòîä âiäîêðåìëå-

ííÿ çìiííèõ, ìåòîä ñïåöiàëüíèõ ïiäñòàíîâîê, ìåòîä âàðiàöi¨, ìå-

òîä Åéëåðà, Ìåòîä Ä'àëàìáåðà, ìåòîä õàðàêòåðèñòèê (Ìîíæà),

ìåòîä êàñêàäiâ (Ëàïëàñà), ìåòîä Ïóàññîíà, ìåòîä Ôóð'¹ òà áàãà-

òî iíøèõ.

Íèçêó ïîòóæíèõ ìåòîäiâ ðîçðîáëåíî âèäàòíèìè óêðà¨í-

ñüêèìè ìàòåìàòèêàìè. Öå àñèìïòîòè÷íèé òà ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷-

íèé ìåòîäè äîñëiäæåííÿ íîâèõ êëàñiâ äèôåðåíöiàëüíèõ òà äèôå-

ðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü, âàæëèâó ðîëü ó ðîçâèòêó

ÿêèõ âiäiãðàëè ïðàöi Þ.Î. Ìèòðîïîëüñüêîãî, À.Ì. Ñàìîéëåíêà
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òà iíøèõ [33�35,48�51,68,69,194]; âàðiàöiéíi ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàí-

íÿ ëiíiéíèõ òà íåëiíiéíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ãiäðîäèíàìiêè ââåäåíi

I.Î. Ëóêîâñüêèì [27�30]; àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè àíàëiçó ñòîõàñòè-

÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ðîçâèíóòi Ì.I. Ïîðòåíêîì [2,44,

45]; àëãîðèòìè íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó øèðîêîãî êëàñó äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü iç iìïóëüñíîþ äi¹þ, çàïðîïîíîâàíi Ì.Î. Ïå-

ðåñòþêîì [14, 42, 43]; ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íèé ìåòîä çíàõîäæåííÿ

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ àáñòðàêòíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêiâ iç íåîáìåæåíèìè îïåðàòîðíè-

ìè êîåôiöi¹íòàìè, ñòâîðåíèé Â.Ë. Ìàêàðîâèì [25,31], òà iíøi.

Îñíîâíèìè ìåòîäàìè ïiä ÷àñ äîñëiäæåííÿ íåëiíiéíèõ ðiâ-

íÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ¹: ìåòîä îáåðíåíî¨ çàäà÷i òåîði¨ ðîç-

ñiÿííÿ; ìåòîäè Áåêëóíäà, Õiðîòè, Ëi òà äåÿêi iíøi.

Ìåòîä îáåðíåíî¨ çàäà÷i òåîði¨ ðîçñiÿííÿ òà íèçêà ñïîði-

äíåíèõ iç íèì ìåòîäiâ áóëî çàïðîïîíîâàíî â 1967 ðîöi ó ñïiëüíié

ïðàöi K. Ãàðäíåðà (C. Gardner), Äæ. Ãðiíà (J. Green), M. Êðó-

ñêàëà (M. Kruskal) òà P. Ìióðè (R. Miura) [131] íà ïðèêëàäi iíòå-

ãðóâàííÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà. Öåé ìåòîä

 ðóíòó¹òüñÿ íà çîáðàæåííi íåëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâ-

íÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ÿê óìîâè ñóìiñíîñòi äâîõ ëiíié-

íèõ ðiâíÿíü òà ¹ ñâî¹ðiäíèì óçàãàëüíåííÿì ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹

äëÿ ëiíiéíèõ ñèñòåì íà âèïàäîê íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Âåëèêèé âíåñîê ó ðîçâèòîê

ìåòîäó îáåðíåíî¨ çàäà÷i òåîði¨ ðîçñiþâàííÿ òà ñòâîðåííÿ íà

éîãî îñíîâi íîâèõ ñïîðiäíåíèõ ç íèì ìåòîäiâ çðîáèëè óêðà¨íñüêi

ìàòåìàòèêè, çîêðåìà, Þ.Ì. Áåðåçàíñüêèé [8, 9, 103], Â.Î. Ìàð-

÷åíêî [32], Ë.Ï. Íèæíèê [36,37], �.Ä. Áiëîêîëîñ [5,6], �.ß. Õðó-

ñëîâ [90] òà ií.

Ìåòîä ïåðåòâîðåíü Áåêëóíäà, çàïðîïîíîâàíèé â 1875 ðî-

öi (äèâ., íàïðèêëàä, [100]), ¹ îäíèì iç ñïîñîáiâ ïîáóäîâè òî÷íèõ

ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè,

äå ïåðåòâîðåííÿ, çäåáiëüøîãî, çäiéñíþþòüñÿ âiä ðîçâ'ÿçêó îäíî-
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ãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äî ðîçâ'ÿçêó iíøîãî äèôåðåíöi-

àëüíîãî ðiâíÿííÿ. ßêùî ïåðåòâîðåííÿ ïîâ'ÿçóþòü ìiæ ñîáîþ

äâà ðiçíi ðîçâ'ÿçêè îäíîãî é òîãî ñàìîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâ-

íÿííÿ, òî ¨õ íàçèâàþòü àâòîïåðåòâîðåííÿìè Áåêëóíäà. Ïåðåòâî-

ðåííÿ Áåêëóíäà äà¹ çìîãó êîíñòðóþâàòè íîâi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç óæå âiäîìèõ ðîçâ'ÿçêiâ öèõ ðiâíÿíü.

Ïî÷èíàþ÷è ç ðîçâ'ÿçêó âàêóóìó çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü Áå-

êëóíäà ìîæíà â ÿâíîìó âèãëÿäi çíàéòè N -ñîëiòîííi ðîçâ'ÿçêè

äåÿêèõ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, à ñàìå: ñèíóñ-Ãîð-

äîíà [104, 120, 195], Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà [145] òà ií. Ó ïðàöÿõ

[53,195] ðîçðîáëåíî iòåðàöiéíèé ìåòîä ïîøóêó ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿ-

ííÿ ñèíóñ-Ãîðäîíà, ÿêèé áàçó¹òüñÿ íà àâòîïåðåòâîðåííi Áåêëóí-

äà öüîãî ðiâíÿííÿ. ßê íàñëiäîê çàñòîñóâàííÿ òàêîãî ìåòîäó ïî-

áóäîâàíî ëàíöþæîê îäíîñîëiòîííèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ ñèíóñ-

Ãîðäîíà. Ó ïðàöi [211] çàïðîïîíîâàíî ìåòîä çíàõîäæåííÿ óìîâ-

íèõ Ëi�Áåêëóíä ñèìåòðié åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü.

Ìåòîä Õiðîòè ïîëÿãà¹ ó âiäøóêàííi ôóíêöiîíàëüíîãî ïå-

ðåòâîðåííÿ âiä âèõiäíèõ ïîëüîâèõ çìiííèõ äî íîâèõ çìiííèõ, ó

òåðìiíàõ ïîëiëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ùî ìàþòü ðîçâ'ÿçêè ó âèãëÿäi

ñòàíäàðòíèõ ðÿäiâ, êîæåí iç ÿêèõ âiäïîâiäà¹ ñîëiòîíó [147,148].

Îäíèì iç íàéåôåêòèâíiøèõ ìåòîäiâ, ÿêèé äà¹ çìîãó çíà-

õîäèòè ðîçâ'ÿçêè íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèí-

íèìè ïîõiäíèìè ¹ ìåòîä, çàïî÷àòêîâàíèé ïðîâiäíèì íîðâåæ-

ñüêèì ìàòåìàòèêîì Ñ. Ëi [157,158,160�162]. Ìåòîä áàçó¹òüñÿ íà

ïîíÿòòi ñèìåòði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Îñíîâíîþ iäå¹þ öüî-

ãî ìåòîäó ¹ âèêîðèñòàííÿ ñèìåòðiéíèõ âëàñòèâîñòåé äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äëÿ ïîáóäîâè iíâàði-

àíòíèõ ïiäñòàíîâîê (àíçàöiâ), ÿêi äàþòü ìîæëèâiñòü ðåäóêóâàòè

ðîçãëÿäóâàíi ðiâíÿííÿ äî ðiâíÿíü iç ìåíøîþ êiëüêiñòþ íåçàëå-

æíèõ çìiííèõ. ßêùî âäà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçàòè ðåäóêîâàíi ðiâíÿííÿ,

òî, âèêîðèñòàâøè âiäïîâiäíi àíçàöè, ìîæíà çíàéòè êëàñè òî÷íèõ

ðîçâ'ÿçêiâ âèõiäíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè
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ïîõiäíèìè. Çàçíà÷èìî, ùî ìåòîä Ëi óçàãàëüíèâ çíà÷íó êiëüêiñòü

êëàñè÷íèõ ìåòîäiâ, ÿêi îïîñåðåäêîâàíi ñèìåòðiéíèìè âëàñòèâî-

ñòÿìè âiäïîâiäíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Áàãàòî íàóêîâöiâ ïðîäîâæèëè äîñëiäæåííÿ ó öüîìó íà-

ïðÿìi âèêîðèñòîâóþ÷è òà ðîçâèâàþ÷è òåîðiþ Ëi. Òàê, ó 1905 ðîöi

Ïóàíêàðå çàñòîñóâàâ iäå¨ Ëi äî ñèñòåìè ðiâíÿíü Ìàêñâåëà, â 1909

ðîöi Ã. Áåéòìàí [102] âèêîðèñòàâ ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi ëiíié-

íîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ äëÿ ïîáóäîâè éîãî òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Å. Íåòåð ó 1918 ðîöi äîâåëà âàæëèâi òåîðåìè, ÿêi ïîâ'ÿçàëè ãðó-

ïè ñèìåòði¨ iç çàêîíàìè çáåðåæåííÿ. Ðåçóëüòàòè îòðèìàíi Ëi,

ùîäî ãðóïîâîãî àíàëiçó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííè-

ìè ïîõiäíèìè òðèâàëèé ÷àñ çàëèøàëèñÿ ìàëîâiäîìèìè. Âiäîìèé

àìåðèêàíñüêèé ìàòåìàòèê Ã. Áiðêãîô [11] íàãîëîñèâ íà âàæëè-

âîñòi öèõ ðåçóëüòàòiâ i ïðèíöèïîâié ìîæëèâîñòi çàñòîñóâàííÿ

òåîði¨ ãðóï ó ìåõàíiöi.

Çàâäÿêè ïðàöÿì Ë.Â. Îâñÿííiêîâà òà éîãî øêîëè [39, 40,

184], äå ñòâîðåíî òåîðiþ iíâàðiàíòíèõ i ÷àñòêîâî-iíâàðiàíòíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ìåòîä Ëi íàáóâ íîâîãî åòà-

ïó ðîçâèòêó. Â Óêðà¨íi ïåðøi ïðàöi ç öi¹¨ òåìàòèêè îïóáëiêóâàâ

Â.Ã. Êîñòåíêî [22] íàïðèêiíöi 50-õ ðîêiâ ÕÕ ñòîëiòòÿ.

Ó ñåðåäèíi 70-õ ðîêiâ ÕÕ ñòîëiòòÿ áóëî ñòâîðåíî Êè¨â-

ñüêó øêîëó ìàòåìàòèêiâ, ÿêó î÷îëèâ Â.I. Ôóùè÷. Íàóêîâöi öi¹¨

øêîëè çðîáèëè ñóòò¹âèé âíåñîê ó ðîçâèòîê ñèìåòðiéíèõ ìåòîäiâ

äîñëiäæåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Ó áàãàòüîõ ðîçäiëàõ ìàòåìàòèêè çàñòîñîâóþòüñÿ ìåòîäè

ãðóïîâîãî àíàëiçó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Îäíi¹þ ç îñíîâ-

íèõ çàäà÷ êëàñè÷íîãî ãðóïîâîãî àíàëiçó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü ¹ çàäà÷à çíàõîäæåííÿ ìàêñèìàëüíî¨ (íàéøèðøî¨) ãðóïè

ñèìåòði¨, ÿêó äîïóñêà¹ äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ, ïðè öüîìó íå

ìåíø âàæëèâîþ ¹ çàäà÷à ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü, çàïî÷àòêîâàíà Ëi. Ñó÷àñíå ôîðìóëþâàííÿ çàäà-

÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ óâiâ Ë.Â. Îâñÿííiêîâ [39], ÿêèé óïåð-
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øå çäiéñíèâ ïîâíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ íåëiíiéíîãî ðiâíÿí-

íÿ òåïëîïðîâiäíîñòi. Ïiä êåðiâíèöòâîì Â.I. Ôóùè÷à êëàñèôiêà-

öiéíèìè çàäà÷àìè çàéìàëèñÿ áàãàòî óêðà¨íñüêèõ ìàòåìàòèêiâ:

À.Ã. Íiêiòií, Â.Ì. Ôåäîð÷óê, Ë.Ô. Áàðàííèê, À.Ô. Áàðàííèê,

I.I. Þðèê, Ð.Ì.×åðíiãà, Ð.Î. Ïîïîâè÷, Â.Ì. Áîéêî [71�73,82,91],

[116�118,125,129,134�136,170�172] òà ií.

Ó 80-õ ðîêàõ ÕÕ ñòîëiòòÿ î÷åâèäíîþ ñòàëà îáìåæåíiñòü

êëàñè÷íîãî ïiäõîäó Ëi, îñêiëüêè iñíóâàëè ïðèêëàäè ðåäóêöié äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi íåìîæëèâî îòðèìàòè â ðàìêàõ òà-

êîãî ïiäõîäó. Êðiì òîãî, çà âñiõ áåçïåðå÷íèõ ïåðåâàã êëàñè÷íîãî

ïiäõîäó Ëi çíàõîäæåííÿ êëàñiâ ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü, ÿêi ìîæëèâî ïîáóäóâàòè â ðàìêàõ öüîãî ìåòîäó, îáìåæó¹-

òüñÿ êiëüêiñòþ îïåðàòîðiâ ñèìåòði¨, ÿêèìè âîëîäi¹ êîíêðåòíå ðiâ-

íÿííÿ ÷è ñèñòåìà. ßêùî ðiâíÿííÿ ìà¹ áiäíó ëi¨âñüêó ñèìåòðiþ

÷è íå ìà¹ ¨¨ âçàãàëi, òî çàñòîñóâàííÿ òàêîãî ìåòîäó äî ïîáóäîâè

ðîçâ'ÿçêiâ íå äà¹ áàæàíîãî ðåçóëüòàòó.

Öi òà äåÿêi iíøi ïðîáëåìè çàïî÷àòêóâàëè iäåþ ïîøóêó

íîâèõ ïiäõîäiâ äî ïîáóäîâè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Îäíèì iç òàêèõ ïiäõîäiâ ¹ ìåòîä äîñëiäæåííÿ àëãåáð iíâà-

ðiàíòíîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêèé íàçèâàëè íåëi¨âñüêèì

ìåòîäîì äîñëiäæåííÿ ñèìåòðiéíèõ âëàñòèâîñòåé äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, ðîçðîáëåíèé Â.I. Ôóùè-

÷åì i À.Ã. Íiêiòiíèì [74�78]. Îñíîâíà âiäìiííiñòü öüîãî ìåòîäó

âiä ìåòîäó Ëi ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî áàçèñíi åëåìåíòè àëãåáðè ií-

âàðiàíòíîñòi âiäïîâiäíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ¹ ïåðåâàæíî

iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèìè (ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèìè) îïåðàòî-

ðàìè. Çà äîïîìîãîþ òàêîãî ìåòîäó âäàëîñÿ çíàéòè íîâi ñèìåòði¨

áàãàòüîõ âiäîìèõ ðiâíÿíü êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè: Äiðàêà, Ìàêñâåë-

ëà [75], Ëàìå [84] òîùî.

Öåíòðàëüíîþ â ãåíåçèñi ïðîäóêóâàííÿ íåëi¨âñüêèõ ïiäõî-

äiâ ¹ iäåÿ ïîøóêó äîäàòêîâèõ, âiäìiííèõ âiä ëi¨âñüêèõ îïåðàòîðiâ
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ñèìåòði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Òàê, ó 1969 ðîöi Äæ. Áëóìåí

òà I.Ä. Êîóë óâåëè ïîíÿòòÿ íåêëàñè÷íî¨ ñèìåòð¨¨ [106] i çàïðîïî-

íóâàëè íîâèé ìåòîä äëÿ ïîøóêó àíçàöiâ i òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Öå äàëî çìîãó

çíàõîäèòè îïåðàòîðè iíâàðiàíòíîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü,

ÿêi íåìîæëèâî îòðèìàòè â ðàìêàõ êëàñè÷íîãî ìåòîäó Ëi. Öåé

íàïðÿì ðîçâèâàëè â ñâî¨õ ïðàöÿõ Ï. Îëâåð òà Ðîçåíàó [182,183],

ÿêi óâåëè ïîíÿòòÿ ñëàáêî¨ ñèìåòði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Çàçíà÷èìî, ïîíÿòòÿ ïîðóøåíî¨ ñèìåòði¨, ÿêå áóëî óâåäåíî

Â.I. Ôóùè÷åì òà I.Ì. Öèôðîþ [141], ïåðåêëèêà¹òüñÿ ç ïîíÿòòÿ-

ìè íåêëàñè÷íî¨ [106] òà ñëàáêî¨ [182] ñèìåòðié. Çîêðåìà, ó ìîíî-

ãðàôi¨ Â.I. Ôóùè÷à òà À.Ã. Íiêiòiíà [75] äîñëiäæåíî ñèìåòðiþ

ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà, â ÿêié ïîêàçàíî, ùî ïåðøà ïàðà ðiâíÿíü

Ìàêñâåëëà ¹ Ëîðåíö-íåiíâàðiàíòíîþ òà ñòà¹ Ëîðåí-iíâàðiàíòíîþ

òiëüêè ó âèïàäêó ¨¨ ðîçøèðåííÿ äî ïîâíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü Ìà-

êñâåëà. Ìåòîäè íåêëàñè÷íèõ, ñëàáêèõ i ïîðóøåíèõ ñèìåòðié áó-

ëè óçàãàëüíåíi Â.I. Ôóùè÷åì i éîãî íàóêîâîþ øêîëîþ (äèâ., íà-

ïðèêëàä, [83, 85, 117, 125, 140, 141, 143]) ìåòîäîì óìîâíèõ ñèìå-

òðié äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó óìîâíèõ

ñèìåòðié âäàëîñÿ ïîáóäóâàòè íîâi êëàñè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ íèç-

êè âiäîìèõ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi íåìîæëèâî

çíàéòè ìåòîäîì Ëi.

Îêðåìèì íàïðÿìîì ðåàëiçàöi¨ iäå¨ ïîøóêó íåëi¨âñüêèõ ñè-

ìåòðié ¹ ìåòîä íåëîêàëüíèõ ñèìåòðié äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Òàêîæ Å. Íåòåð ó ïðàöi [178] çàïðîïîíóâàëà çíàõîäæåííÿ íåëî-

êàëüíèõ ïåðåòâîðåíü iíâàðiàíòíîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

�¨ iäå¨ áóëî ðîçâèíåíî â ïðàöÿõ íèçêè àâòîðiâ. Òàê, ó ïðàöÿõ

Äæ. Áëóìåíà, Ñ. Êóìåÿ [109,110] çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòìè çíà-

õîäæåííÿ òàêèõ ïåðåòâîðåíü òà ìåòîä ëiíåàðèçàöi¨ íåëiíiéíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè çà äîïîìî-

ãîþ íåëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü.

Ó 80-õ ðîêàõ ÕÕ ñòîëiòòÿ Í.Õ. Iáðàãiìîâ i Ð.Ë. Àíäåðñîí
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âiäêðèëè óçàãàëüíåíi ñèìåòði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi íà-

çâàëè ãðóïàìè Ëi-Áåêëóíäà [97].

Ïîòåíöiéíi ñèìåòði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèí-

íèìè ïîõiäíèìè ¹ îäíèì iç ïiäêëàñiâ íåëîêàëüíèõ ñèìåòðié, äî-

ñëiäæåííþ ÿêèõ ïðèäiëåíî áàãàòî óâàãè. Íåëîêàëüíi ñèìåòði¨

ïîòåíöiéíîãî òèïó óâåäåíî Äæ. Áëóìåíîì, Ñ. Êóìå¹ì i Ã. Ði-

äîì [113]. Ïîòåíöiéíà ñèìåòðiÿ ñêàëÿðíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü ÷è ¨õ ñèñòåì � öå òî÷êîâà ñèìåòðiÿ äîïîìiæíî¨ ñèñòåìè, ùî

îòðèìóþòüñÿ ââåäåííÿì ïîòåíöiàëó ÿê íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨. Äîñëi-

äæåííÿì ïîòåíöiéíèõ ñèìåòðié äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ÷à-

ñòèííèìè ïîõiäíèìè çàéìàëèñÿ Äæ. Áëóìåí, Â. Øòåëåíü, À. ×å-

âÿêîâ, Ã. Ñàêêîìàíäi, Ñ. Àíêî [105, 111, 112, 115, 193] òà áàãàòî

iíøèõ. Âèâ÷åííþ ïîòåíöiéíèõ ñèìåòðié ðiçíîìàíiòíèõ ëiíiéíèõ

i íåëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü òà ¨õ ñèñòåì ïðèñâÿ÷åíî ïðà-

öi [149, 212]. Îñòàííiì ÷àñîì ïîíÿòòÿ ïîòåíöiéíî¨ ñèìåòði¨ ðîç-

øèðåíî çà ðàõóíîê óðàõóâàííÿ óìîâíèõ ñèìåòðié åâîëþöiéíèõ

ðiâíÿíü [151,188].

Ïiä êåðiâíèöòâîì Â.I. Ôóùè÷à áóëî ðîçðîáëåíî ùå îäèí

íàïðÿì âèðiøåííÿ ïðîáëåìè ïîøóêó ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü, ÿêi íåìîæëèâî îäåðæàòè ñòàíäàðòíèì ëi¨âñüêèì

ìåòîäîì. Âií  ðóíòó¹òüñÿ íà âèêîðèñòàííi îäåðæàíîãî Äæ. Êií-

ãîì [154] ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà, ÿêå ðàçîì iç äåÿêèìè íåëî-

êàëüíèìè çàìiíàìè ïåðåòâîðþ¹ íåëiíiéíå ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiä-

íîñòi íà ðiâíÿííÿ òîãî ñàìîãî êëàñó. Ó [144] öi ïåðåòâîðåííÿ âè-

êîðèñòàíî äëÿ ëiíåàðèçàöi¨, ïîáóäîâè íåëîêàëüíèõ àíçàöiâ i çíà-

õîäæåííÿ íåëîêàëüíèõ ôîðìóë ðîçìíîæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òàêîãî

ðiâíÿííÿ. Ðîçâèòêó òà çàñòîñóâàííþ öüîãî ìåòîäó ïðèñâÿ÷åíî

ïðàöi [55�58,197,199,202].

Ó ïðîöåñi äîñëiäæåíü ñèìåòðiéíèõ âëàñòèâîñòåé ïåâíîãî

êëàñó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âàæëèâèì ¹ çíàííÿ ïåðåòâîðåíü

åêâiâàëåíòíîñòi çàäàíîãî êëàñó. Çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü åêâi-

âàëåíòíîñòi êëàñ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ìîæíà ïîäiëèòè íà
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íååêâiâàëåíòíi ïiäêëàñè, âèäiëèâøè â êîæíîìó ç ïiäêëàñiâ êàíî-

íi÷íi ðiâíÿííÿ. Äîñòàòíüî äîñëiäèòè òiëüêè êàíîíi÷íi ïðåäñòàâ-

íèêè ç êîæíîãî ïiäêëàñó, ùîá çðîáèòè âèñíîâîê ïðî ñèìåòðiéíi

âëàñòèâîñòi âñiõ ðiâíÿíü çàäàíîãî êëàñó. Ïðàöþ ó öüîìó íàïðÿì-

êó ðîçïî÷àâ Îâñÿííiêîâ [184].

Âàãîìèé âíåñîê ó ðîçðîáëåííÿ ìåòîäiâ ïîáóäîâè ãðóï ïå-

ðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi çðîáëèëè âiäîìi â÷åíi I. Àõàòîâ, Ð. Ãà-

çiçîâ òà Í. Iáðàãiìîâ [3]. Ïîäàëüøèé ðîçâèòîê öèõ iäåé âiäîáðà-

æåíî â ïðàöÿõ Â.I. Ëàãíà, Ñ.Â. Ñïi÷àêà òà Â.I. Ñòîãíiÿ [24], äå

îïèñàíî íîâèé ïiäõiä äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôi-

êàöi¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêèé ¹ ñèíòåçîì ìåòîäó Ëi, ðå-

çóëüòàòîì êëàñèôiêàöi¨ àáñòðàêòíèõ ñêií÷åííîâèìiðíèõ äiéñíèõ

àëãåáð Ëi òà òåõíiêè âèêîðèñòàííÿ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi.

Öÿ iäåÿ íàáóëà ðîçâèòêó â ïðàöi ß. Ëiñëà [163] ïiä ÷àñ çàñòî-

ñóâàííÿ ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ äîñëiäæåííÿ íèçêè

êîíêðåòíèõ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè.

Ó ïðàöi Äæ. Áëóìåíà, À. ×åâÿêîâà, Ñ. Àíêî [105] çàïðî-

ïîíîâàíî ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ íåëîêàëüíèõ çâ'ÿçêiâ ñèñòåì

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. À. ×åâÿ-

êîâ [130] çàïðîïîíóâàâ ïðàêòè÷íèé àëãîðèòì îá÷èñëåííÿ ãðóï

Ëi, ïåðåòâîðåíü òî÷êîâî¨ åêâiâàëåíòíîñòi òà óçàãàëüíåíèõ ïåðå-

òâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi êëàñiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, à òà-

êîæ ñèìâîëüíó ðåàëiçàöiþ öüîãî àëãîðèòìó â ïàêåòi GeM äëÿ

Maple. Ó ïðàöÿõ Ì. Ãàñåìi, Ì. Íóññi [146], Ð. Ïîïîâè÷à, Î. Âàíå-

¹âî¨, Í. Iâàíîâî¨ [188] öåé ìåòîä çàñòîñîâàíî äî äîñëiäæåííÿ íå-

ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Ó

ïðàöi [126] ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi âèêîðèñòàíi äëÿ ïîâíî¨

ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ ðåàêöi¨�êîíâåêöi¨�

äèôóçi¨.

Äîñëiäæåííÿ ðiâíÿíü äèôóçi¨ òà ðiçíèõ ¨õ ìîäèôiêàöié iç

äîäàòêîâèìè ÷ëåíàìè, ùî âiäïîâiäàþòü ðåàêöi¨ àáî êîíâåêöi¨, ¹

àêòóàëüíîþ çàäà÷åþ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, îñêiëüêè öi ðiâíÿí-
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íÿ ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü ÿê ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ðiçíîìàíiòíèõ

ïðîöåñiâ ó ïðèðîäi òà ñóñïiëüñòâi. Íàïðèêëàä, ó áiîëîãi¨ ðîçãëÿ-

äàþòü êëiòèíè, áàêòåði¨, õiìi÷íi ðå÷îâèíè, òâàðèí òîùî ÿê ÷à-

ñòèíêè, êîæíà ç ÿêèõ ðóõà¹òüñÿ õàîòè÷íî. Òîäi ñèñòåìàòè÷íèé

ðóõ ¨õ ãðóïè ââàæà¹òüñÿ ïðîöåñîì äèôóçi¨, i çàçâè÷àé öå íå ïðî-

ñòà äèôóçiÿ, îñêiëüêè âðàõîâó¹òüñÿ âçà¹ìîäiÿ ìiæ ÷àñòèíêàìè.

Äëÿ ïðîñòîòè áiîëîãè âèêîðèñòîâóþòü (1+1)-âèìiðíå íåïåðåðâ-

íå ìîäåëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ îïèñó ãëîáàëüíî¨ ïîâåäiíêè â òåðìiíàõ

ãóñòèíè ÷è êîíöåíòðàöi¨ ÷àñòèíîê.

Ó êëàñi ñèñòåì ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ ìiñòÿòüñÿ ñèñòå-

ìè, ÿêi øèðîêî çàñòîñîâóþòüñÿ â òåîði¨ ïðîöåñiâ òåïëîìàñîïåðå-

íåñåííÿ, äèôóçi¨, îïèñóþòü åâîëþöiþ òåìïåðàòóðè òà ãóñòèíè â

òåðìîÿäåðíié ïëàçìi. Îñêiëüêè ìîäåëi äèôóçi¨ ÷àñòî ôîðìóëþ-

þòüñÿ â òåðìiíàõ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi, çäå-

áiëüøîãî, íå ¹ iíòåãðîâíèìè òà íå ìîæóòü áóòè ëiíåàðiçîâàíèìè,

òî ñèìåòðiéíi ìåòîäè ç îãëÿäó íà óíiâåðñàëüíiñòü ¹ âàæëèâèìè

äëÿ ¨õ äîñëiäæåííÿ. Òîìó íåâèïàäêîâî, ùî ñó÷àñíèé ðîçâèòîê

ãðóïîâîãî àíàëiçó ðîçïî÷àâñÿ ç ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ Ë.Â. Îâ-

ñÿííiêîâèì êëàñó (1+1)-âèìiðíîãî íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ äèôóçi¨

ut = ∂x(f(u)ux). (1)

Ó ïðàöi [39] êëàñèôiêîâàíî ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi ðiâíÿ-

ííÿ (1) çàëåæíî âiä âèãëÿäó íåëiíiéíîñòi f(u), ÿêà ñòàëà êëà-

ñè÷íîþ, îñêiëüêè â íié âïåðøå áóëî ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ãðóïîâî¨

êëàñèôiêàöi¨ äëÿ íåëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ÷à-

ñòèííèìè ïîõiäíèìè.

Äîñëiäæåííÿì ñèìåòðiéíèõ âëàñòèâîñòåé íåëiíiéíèõ ðiâ-

íÿíü äèôóçi¨ çàéìàëîñÿ áàãàòî íàóêîâöiâ, ÿê óêðà¨íñüêèõ, òàê i

çàðóáiæíèõ.

Ó ñâî¨õ äîñëiäæåííÿõ Â.Ë. Êàòêîâ [20] âèêîíàâ ãðóïîâó

êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿííÿ:

ut + uxx = ∂x(k(u)ux). (2)
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Äîñëiäæåííþ ñèìåòðiéíèõ âëàñòèâîñòåé òà ïîøóêó òî÷-

íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ

ut = h(u)uxx

ïðèñâÿ÷åíî ïðàöþ Â.À. Òè÷èíiíà [70].

Ó ïðàöÿõ [15,16] Â.À. Äîðîäíiöèíà, Ñ.Ð. Ñâèðùåâñêîãî òà

I.Â. Êíÿçåâî¨ ïðîâåäåíî ïîâíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿííÿ

äèôóçi¨ ç äæåðåëîì (ñòîêîì), ÿêå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ìîäå-

ëþâàííÿ áiîëîãi÷íèõ i ôiçèêî�õiìi÷íèõ ïðîöåñiâ:

ut = ∂x(D(u)ux) + g(u), (3)

òà éîãî óçàãàëüíåíü íà âèïàäîê äâîõ i òðüîõ çìiííèõ. Çàóâà-

æèìî, ùî öå áóëî çðîáëåíî ÷åðåç 33 ðîêè ïiñëÿ îïóáëiêóâàííÿ

ïðàöi Ë.Â. Îâñÿííiêîâa [39]. Öå ïîâ'ÿçàíî çi ñêëàäíiñòþ ðåàëiçà-

öi¨ àëãîðèòìó Ëi äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêèõ çàäà÷ ó âèïàäêó, êîëè

ðiâíÿííÿ ìiñòèòü äâi i áiëüøå äîâiëüíi ôóíêöi¨. Äîñëiäæåííÿì

ñèìåòðiéíèõ âëàñòèâîñòåé ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨

ut = ∂x(D(u)ux) + f(u)ux (4)

çàéìàëèñÿ À. Îðîí, Ô. Ðîçåíàó [183], C. Þíã, Ê. Âåðáóðã, Ï. Áà-

âå¹ [209] òà Ì. Åäâàðäñ [133]. Ó 1987 ðîöi I.Ø. Àõàòîâ, Ð.Ê. Ãà-

çiçîâ i Í.Õ. Iáðàãiìîâ ó ïðàöi [3] ïðîâåëè ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ

ñèìåòðiéíèõ âëàñòèâîñòåé ðiâíÿííÿ

ut = G(ux)uxx. (5)

Ó ïðàöi [186] Ð.Î. Ïîïîâè÷ i Í.Ì. Iâàíîâà âèâ÷èëè ñè-

ìåòðiéíi âëàñòèâîñòi òà äîñëiäèëè ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

ðiâíÿíü âèãëÿäó

f(x)ut = (g(x)a(u)ux)x + b(u)ux. (6)

Ïðàöi À.Ì. Ñàìîéëåíêî òà Â.I. Ëàãíî [1, 23]; Â.I. Ëàãíî,

Ñ.Â. Ñïi÷àê i Â.I. Ñòîãíié [24], à òàêîæ Ð.Ç. Æäàíîâ [101, 210] i
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Ï. Áàñàðàá-Ãîðâàò [101] ïðèñâÿ÷åíi ïðîâåäåííþ ïîâíî¨ ãðóïîâî¨

êëàñèôiêàöi¨ íàéáiëüø çàãàëüíèõ êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü åâîëþ-

öiéíîãî òèïó:

ut = F (t, x, u, ux)uxx +G(t, x, u, ux). (7)

Ñ.Â. Ñïi÷àê òà Â.I. Ñòîãíié [67, 201] âèñâiòëèëè çíàéäå-

íi ìàêñèìàëüíi ãðóïè ïåðåòâîðåíü i ïîáóäóâàëè äåÿêi êëàñè òî-

÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ îäíîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ Ôîêåðà�Ïëàíêà ç

äîâiëüíèìè äîñòàòíüî ãëàäêèìè ôóíêöiÿìè A(t, x), B(t, x):

∂u

∂t
= − ∂

∂x
[A(t, x)u] +

1

2

∂2

∂x2
[B(t, x)u]. (8)

Ó [66, 125, 126, 129] ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåí-

òíîñòi ïðîâåäåíî âè÷åðïíèé àíàëiç ñèìåòðié Ëi íåëiíiéíîãî ðiâ-

íÿííÿ ðåàêöi¨�êîíâåêöi¨�äèôóçi¨:

ut = ∂x(D(u)ux) + f(u)ux + g(u) (9)

ó âèïàäêó îäíi¹¨ ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨. Ó ïðàöÿõ À.Ô. Áàðàííèêà,

Ò.À. Áàðàííèêà, I.I. Þðèêà [4,91] ïîáóäîâàíi äåÿêi êëàñè òî÷íèõ

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (9).

Çâàæàþ÷è íà ¨¨ àêòóàëüíiñòü, îäíi¹þ ç çàäà÷, ùî âèçíà-

÷èëè íàïðÿì äîñëiäæåíü, ïðîâåäåíèõ ó öié ïðàöi, ñòàëà çàäà÷à

ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü òà ñèñòåì ðiâíÿíü ïà-

ðàáîëi÷íîãî òèïó. Çîêðåìà, â ðîçä. 1 ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ïîâíî¨

ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ñêàëÿðíîãî ðiâíÿííÿ ðåàêöi¨�êîíâåêöi¨�

äèôóçi¨, ÿêå óçàãàëüíþ¹ ðiâíÿííÿ (1), (4), (9) íà âèïàäîê äâîõ

ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ x1, x2. Ó öüîìó âèïàäêó çàäà÷à ãðóïîâî¨

êëàñèôiêàöi¨ ôîðìóëþ¹òüñÿ òàê: äîñëiäèòè ñèìåòðiéíi âëàñòè-

âîñòi ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

ut = ∂a(f(u)ua) + ga(u)ua + h(u),

äå u = u(t, x1, x2), a = 1, 2, çà äîâiëüíèõ íåëiíiéíîñòåé ôóíêöié

f(u), ga(u), h(u).
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Ðåçóëüòàòè, îäåðæàíi ó ðîçä. 2 ïîâ'ÿçàíi ç äîñëiäæåííÿì

ñèñòåìè íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ðåàêöi¨�êîíâåêöi¨�äèôóçi¨. Îòðèìà-

íî íåëîêàëüíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi òàêî¨ ñèñòåìè çà-

ñòîñîâàíî äëÿ çíàõîäæåííÿ îïåðàòîðiâ ïîòåíöiéíî¨ ñèìåòði¨ òà

ïîáóäîâè êëàñiâ ¨¨ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Âñòàíîâëåíî, ùî çíàéäåíi

òî÷íi ðîçâ'ÿçêè íåìîæëèâî îòðèìàòè â ðàìêàõ ìåòîäó Ëi.

Òàêèì ÷èíîì, ðîçâèòîê ìåòîäiâ òåîðåòèêî-ãðóïîâîãî àíà-

ëiçó ¹ àêòóàëüíèì i íàáóâà¹ îñîáëèâîãî çíà÷åííÿ ïiä ÷àñ çíàõî-

äæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ÷è ñèñòåì, äëÿ

ÿêèõ iíøi ìåòîäè ¹ íååôåêòèâíèìè.

Àâòîðè ãëèáîêî âäÿ÷íi ñïiâðîáiòíèêó êàôåäðè ìàòåìàòè-

÷íîãî àíàëiçó òà iíôîðìàòèêè Ïîëòàâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî ïå-

äàãîãi÷íîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Â.Ã. Êîðîëåíêà, ôàõiâöþ ç LATEX-

òåõíîëîãié Îëåêñàíäðó Âîëîøèíó çà äîïîìîãó ïiä ÷àñ ñòâîðåííÿ

öi¹¨ ïðàöi.



ÐÎÇÄIË 1

ÊËÀÑÈÔIÊÀÖIß

ÑÈÌÅÒÐIÉÍÈÕ

ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒÅÉ

(1+2)-ÂÈÌIÐÍÎÃÎ

ÐIÂÍßÍÍß ÐÅÀÊÖI��

ÊÎÍÂÅÊÖI��ÄÈÔÓÇI�

Ðîçãëÿíåìî (1+2)-âèìiðíå ðiâíÿííÿ ðåàêöi¨�êîíâåêöi¨�äè-

ôóçi¨:

u0 = ∂a(f
0(u)ua) + fa(u)ua + h(u), (1.1)

äå u = u(x0, x1, x2), x0 � ÷àñîâà çìiííà, x1, x2 � ïðîñòîðîâi çìií-

íi, f 0(u), fa(u), h(u) � êîåôiöi¹íòè äèôóçi¨ âiäïîâiäíî êîíâåêöi¨

òà ðåàêöi¨, iíäåêñ áiëÿ ôóíêöi¨ âíèçó îçíà÷à¹ äèôåðåíöiþâàííÿ

çà âiäïîâiäíîþ çìiííîþ, çà iíäåêñàìè, ÿêi ïîâòîðþþòüñÿ, ðîçó-

ìi¹òüñÿ ñóìóâàííÿ, a ∈ {1, 2}.
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Ðiâíÿííÿ (1.1) âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ îïèñó ðiçíèõ ôiçè-

÷íèõ ïðîöåñiâ, çîêðåìà ïðîöåñiâ òåïëîïðîâiäíîñòi, äèôóçi¨ òà

êîíâåêöi¨ (äèâ., íàïðèêëàä, [17, 21, 95, 96]). Éîãî çàñòîñîâóþòü

äëÿ ìîäåëþâàííÿ ðóõó ÷àñòèíîê, åíåðãi¨ àáî iíøèõ ôiçè÷íèõ âå-

ëè÷èí ó ïåâíié ôiçè÷íié ñèñòåìi. Òàê, ìîäèôiêàöi¨ ðiâíÿííÿ (1.1)

âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ìîäåëþâàííÿ ïåðåíåñåííÿ åíåðãi¨ â ïëà-

çìi [13,208], ðîçïîäiëó ðîç÷èíiâ ó  ðóíòi, ðóõó ðiäèí ó ïîðèñòîìó

ñåðåäîâèùi, ïðîöåñiâ õåìîòàêñèñó òà iíøèõ ôiçè÷íèõ òà áiîõiìi-

÷íèõ ïðîöåñiâ. Çà êîíêðåòíèõ çíà÷åíü íåëiíiéíîñòåé f 0(u), fa(u),

h(u) ðiâíÿííÿ (1.1) âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ îïèñó ïåðåíåñåííÿ êè-

ñíþ â êðîâîíîñíié ñèñòåìi, äëÿ ìîäåëþâàííÿ ðîñòó òðîìáó â

ïðèñòiíêîâîìó ïîòîöi. Îäíèì iç çàñòîñóâàíü öüîãî ðiâíÿííÿ òà-

êîæ ¹ äîñëiäæåííÿ ïðîöåñiâ ðîçïîâñþäæåííÿ ðå÷îâèíè, ÿêà çà-

áðóäíþ¹ âîäîéìè [17]. Ãiäðîäèíàìi÷íà íåñòiéêiñòü, ÿêà âèíèêà¹

ïîáëèçó ïîâåðõíi ðîçïîäiëó äâîõ ðiäèí, ùî íå çìiøóþòüñÿ i îïè-

ñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (1.1), çóñòði÷à¹òüñÿ â òàêèõ ãàëóçÿõ, ÿê íà-

ôòîïåðåðîáëåííÿ, ïðîöåñè ãîðiííÿ, ñåïàðàöiÿ ðóä i ò. ï. Ðiâíÿí-

íÿ (1.1) ìà¹ øèðîêå çàñòîñóâàííÿ òàêîæ ó áiîëîãi¨ [137,166], õiìi¨

[98,99] òà iíøèõ ãàëóçÿõ íàóêè [119,132,155,164,165,179,200,207].

Ó öüîìó ðîçäiëi çíàéäåíî íåïåðåðâíi òà äèñêðåòíi ïåðå-

òâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ðîçãëÿäóâàíîãî ðiâíÿííÿ, ÿêi çàñòîñî-

âàíî äëÿ âèäiëåííÿ íååêâiâàëåíòíèõ ïiäêëàñiâ ðiâíÿííÿ (1.1),

ïðîâåäåíî ïîâíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿííÿ (1.1) çàëåæíî

âiä çíà÷åíü íåëiíiéíîñòåé f 0, fa, h òà çíàéäåíî äåÿêi êëàñè òî-

÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ðiâíÿííÿ.

1.1. Ñèñòåìà âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü.

Îñíîâíà àëãåáðà iíâàðiàíòíîñòi

Îçíà÷åííÿ 1.1. Îñíîâíîþ àëãåáðîþ iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ

(1.1) íàçèâàþòü àëãåáðó, âiäíîñíî ÿêî¨ ðiâíÿííÿ (1.1) iíâàðiàí-
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òíå çà äîâiëüíèõ âèãëÿäiâ íåëiíiéíîñòåé f 0, fa, h.

Ñïðàâåäëèâå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1.1. Îñíîâíîþ àëãåáðîþ iíâàðiàíòíîñòi äèôåðåíöi-

àëüíîãî ðiâíÿííÿ (1.1) ¹ àëãåáðà

Abas =< ∂0 =
∂
∂x0
, ∂1 =

∂
∂x1
, ∂2 =

∂
∂x2

> . (1.2)

Äîâåäåííÿ. Iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð àëãåáðè iíâàðiàíòíî-

ñòi ðiâíÿííÿ (1.1) áóäåìî çíàõîäèòè ó âèãëÿäi

X = ξµ(x, u)∂µ + η(x, u)∂u, (1.3)

äå x = (x0, x1, x2), µ = 0, 2, ξµ, η � øóêàíi ôóíêöi¨.

Çàñòîñóâàâøè äî ðiâíÿííÿ (1.1) àëãîðèòì Ëi (äèâ., íàïðè-

êëàä, [41, 184]) îäåðæèìî ñèñòåìó âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü âiäíî-

ñíî íåëiíiéíîñòåé f 0, fa, h òà êîîðäèíàò ξµ, η îïåðàòîðà (1.3):

ξµu = ξ0a = ηuu = 0, (1.4)

ξ11 = ξ22 , ξ21 + ξ12 = 0, (1.5)

ηḟ 0 = (2ξ11 − ξ00)f
0, (1.6)

ηḟa = [(ξ11 − ξ00)δab + ξ21εab]f
b − 2aaf

0 − 2(aau+ ba)ḟ
0 − ξa0 , (1.7)

ηḣ = (a− ξ00)h− (△au+△b)f 0 − (aau+ ba)f
a + a0u+ b0, (1.8)

ÿêùî ôóíêöiÿ çàëåæèòü ëèøå âiä îäíi¹¨ çìiííî¨, òî êðàïêà íàä

íåþ îçíà÷à¹ äèôåðåíöiþâàííÿ çà çàäàíîþ çìiííîþ.

Ó ôîðìóëàõ (1.7), (1.8), ÿê âèïëèâà¹ ç ðiâíÿíü (1.4)

η = au+ b, (1.9)

äå a = a(x0, x⃗), b = b(x0, x⃗) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨.

Äëÿ òîãî ùîá çíàéòè îñíîâíó àëãåáðó iíâàðiàíòíîñòi ðiâ-

íÿííÿ (1.1), ïðèïóñêà¹ìî, ùî f 0, fa, h � äîâiëüíi ãëàäêi ôóí-

êöi¨. Öå äà¹ ìîæëèâiñòü ¾ðîç÷åïèòè¿ ñèñòåìó (1.6)�(1.8) çà öèìè
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ôóíêöiÿìè òà ¨õ ïîõiäíèìè. Ó ðåçóëüòàòi ðîç÷åïëåííÿ îäåðæèìî

ñèñòåìó âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî ôóíêöié ξµ i η:

ξµν = ξµu = 0, η = 0. (1.10)

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (1.10) ¹ ôóíêöi¨

ξµ = cµ, η = 0, (1.11)

äå cµ � äîâiëüíi ñòàëi. Îïåðàòîð (1.3) ç ôóíêöiÿìè (1.11) ïîðî-

äæó¹ àëãåáðó (1.2).

Òåîðåìó 1.1 äîâåäåíî.

1.2. Íåïåðåðâíi ïåðåòâîðåííÿ

åêâiâàëåíòíîñòi

Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ (1.1) ìiñòèòü äîâiëüíi ôóíêöi¨ f 0, fa, h,

òî âîíî îïèñó¹ äåÿêèé êëàñ ðiâíÿíü. Ïiä ÷àñ äîñëiäæåííÿ ñèìå-

òðiéíèõ âëàñòèâîñòåé ïåâíîãî êëàñó ðiâíÿíü âàæëèâèì ¹ çíàííÿ

ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi öüîãî êëàñó. Çà äîïîìîãîþ ïåðå-

òâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi êëàñ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ìîæíà

ïîäiëèòè íà íååêâiâàëåíòíi ïiäêëàñè, âèäiëèâøè â êîæíîìó ç

ïiäêëàñiâ êàíîíi÷íi ðiâíÿííÿ. Äîñòàòíüî äîñëiäèòè òiëüêè êàíî-

íi÷íi ïðåäñòàâíèêè ç êîæíîãî ïiäêëàñó, ùîá çðîáèòè âèñíîâîê

ïðî ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi âñiõ ðiâíÿíü äàíîãî êëàñó.

Çíàéäåìî ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi äèôåðåíöiàëüíî-

ãî ðiâíÿííÿ (1.1), ÿêi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïiä ÷àñ ïðîâåäå-

ííÿ ïîâíî¨ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ öüîãî ðiâíÿííÿ.

Òåîðåìà 1.2. Ìàêñèìàëüíîþ ãðóïîþ íåïåðåðâíèõ ïåðåòâîðåíü

åêâiâàëåíòíîñòi ðiâíÿííÿ (1.1) ¹ ãðóïà ïåðåòâîðåíü, ñóïåðïî-
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çèöiÿ ÿêèõ íàáóâà¹ âèãëÿäó

x′0 = eθ0x0 +m0,

x′a = eθ1 (δab cos θ2 + ϵab sin θ2)xb + qax0 +ma,

u′ = eθu+m,

f 0′ = e2θ1−θ0f 0,

fa
′
= e−θ0

[
eθ1(δab cos θ2 + ϵab sin θ2)f

b − qa
]
,

h′ = eθ−θ0h,

(1.12)

äå qa, θ0, θa, θ,m0,ma,m � äîâiëüíi ãðóïîâi ïàðàìåòðè.

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî ìåòîä, çàïðîïîíîâàíèé ó ïðàöÿõ [24,

94]. Iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð ãðóïè ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåí-

òíîñòi áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi

E = ξµ∂µ + η∂u + ζ0∂f0 + ζa∂fa + ζ3∂h, (1.13)

äå ξµ = ξµ(x, u), η = η(x, u), ζ0 = ζ0(x, u, f 0, f 1, f 2, h), ζa =

= ζa(x, u, f 0, f 1, f 2, h), ζ3 = ζ3(x, u, f 0, f 1, f 2, h) � øóêàíi ôóí-

êöi¨.

Iç âèãëÿäó ðiâíÿííÿ (1.1) âèïëèâà¹ òàêà ñèñòåìà îáìå-

æåíü äëÿ íåëiíiéíîñòåé f 0, fa, h:

f 0
xµ = 0, f 0

uµ = 0, faxµ = 0, fauµ = 0, hxµ = 0, huµ = 0, (1.14)

ÿêó ïîçíà÷èìî S1.

Çàñòîñóâàâøè êðèòåðié åêâiâàëåíòíîñòi

ẼS|S=0,S1=0 = 0, ẼS1|S=0,S1=0 = 0,

îòðèìà¹ìî ñèñòåìó âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ çíàõîäæåííÿ êî-
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îðäèíàò ξ0, ξa, η, ζ0, ζa, ζ3 îïåðàòîðà (1.13):

ξµu = ξ0a = ηuu = 0,

ζ0µ = ζaµ = ζ3µ = ζ0uµ = ζauµ = ζ3uµ = 0,

ξ11 = ξ22 , ξ21 + ξ12 = 0,

ζ0 = (ξ00 − 2ξ11)f
0,

ζa = ξa0f
0 − 2ξ11f

a + ξab f
b,

ζ3 = (ηu − 2ξ11)h.

(1.15)

Ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (1.15) ¹ ôóíêöi¨

ξ0 = κ0x0 + d0,

ξa = κ1xa + cϵabxb + gax0 + da,

η = κu+ d,

ζ0 = (κ0 − 2κ1)f
0,

ζa = gaf
0 − κ1f

a + cεabf
b,

ζ3 = (κ− 2κ1)h.

(1.16)

äå c, κ, κ0, κ1, ga, d0, da, d � äîâiëüíi ñòàëi.

Îïåðàòîð (1.13) ç ôóíêöiÿìè (1.16) ïîðîäæó¹ ãðóïó ïåðå-

òâîðåíü (1.12).

Òåîðåìó 1.2 äîâåäåíî.

1.3. Íåîáõiäíi óìîâè ðîçøèðåííÿ

îñíîâíî¨ àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi

Âñòàíîâèìî íåîáõiäíi óìîâè ðîçøèðåííÿ îñíîâíî¨ àëãå-

áðè iíâàðiàíòíîñòi (1+2)-âèìiðíîãî ðiâíÿííÿ ðåàêöi¨�êîíâåêöi¨�

äèôóçi¨ (1.1). Iíøèìè ñëîâàìè, âêàæåìî âèãëÿä íåëiíiéíîñòåé

f 0, fa, h, çà ÿêèõ ðiâíÿííÿ (1.1) ìîæå áóòè iíâàðiàíòíèì âiäíî-

ñíî àëãåáðè, øèðøî¨, íiæ àëãåáðà (1.2).
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Òåîðåìà 1.3. Äëÿ òîãî ùîá ðiâíÿííÿ (1.1) äîïóñêàëî ðîçøèðå-

ííÿ îñíîâíî¨ àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi (1.2), íåîáõiäíî, ùîá íåëi-

íiéíîñòi f 0, fa, h ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi

(1.12) ìàëè âèãëÿä, íàâåäåíèé ó òàáë. 1.1.

Òàáëèöÿ 1.1. Âèãëÿä íåëiíiéíîñòåé, çà ÿêèõ ìîæëèâå ðîçøèðåí-

íÿ îñíîâíî¨ àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ (1.1)

� f 0 fa h Óìîâè

1 ∀ 0 ∀
2 esu λbe

muKab(u) re(2m−s)u |m|+ |p| ≠ 0,m ̸= s

3 eu λau re−u

4 eu λbe
uKab(u) reu + λ3

5 uk λbu
mKab(lnu) ru2m−k+1 |m|+ |p| ̸= 0,m ̸= k

6 uk λa lnu ru−k+1 k ̸= 0

7 uk λbu
kKab(lnu) u(λ3u

k + λ4) k ̸= 0

8 1 λau ru+ λ3

9 1 λa lnu u(λ3 ln
2 u+

+λ4 lnu+ λ5)

Ó òàáë. 1.1 Kab(u) = δab cos pu + εab sin pu, λa, λ3, λ4, λ5, k,m, p �

äîâiëüíi ñòàëi, λ⃗2 ̸= 0, r ∈ {−1, 0, 1}, s ∈ {0, 1}.
Äîâåäåííÿ. Âèçíà÷àëüíó ñèñòåìó (1.6)�(1.8) ðîçâ'ÿæåìî ìåòî-

äîì ââåäåííÿ ñòðóêòóðíèõ ñòàëèõ (äèâ. [63,88]). Ó öüîìó âèïàä-

êó ñòðóêòóðíi çâ'ÿçêè ìàþòü âèãëÿä

a = k1φ, b = k2φ, 2ξ
1
1 − ξ00 = kφ, ξ11 − ξ00 = mφ,

ξ21 = pφ, aa = αaφ, ba = βaφ, ξ
a
0 = γaφ,

a− ξ00 = (2m+ k1 − k)φ,

△a = r1φ, △b = q1φ, a0 = r2φ, b0 = q2φ,

(1.17)

äå k, m, p, ka, qa, ra, αa, βa, γa � äîâiëüíi ñòàëi, ÿêi íàçâåìî

ñòðóêòóðíèìè ñòàëèìè, φ = φ(x) � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ.
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Ïiäñòàâèâøè óìîâè (1.17) ó ñèñòåìó (1.6)�(1.8), ó ñèëó

äîâiëüíîñòi ôóíêöi¨ φ(x) îäåðæèìî

(k1u+ k2)ḟ 0 = kf 0,

(k1u+ k2)ḟa = (mδab + pεab)f
b − 2αaf

0−

−2(αau+ βa)ḟ
0 − γa,

(k1u+ k2)ḣ = (2m− k + k1)h− (r1u+ q1)f
0−

−(αau+ βa)f
a + r2u+ q2.

(1.18)

Ñèñòåìó (1.18) íàçèâàþòü ñòðóêòóðíîþ äëÿ ôóíêöié f 0, fa, h.

Äëÿ ñïðîùåííÿ ñòðóêòóðíî¨ ñèñòåìè (1.18) çàñòîñó¹ìî ïå-

ðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi âèãëÿäó

x′0 = x0, x
′
a = xa + θax0, u

′ = u,

f 0′ = f 0, fa
′
= fa − θa, h

′ = h.
(1.19)

Ïåðåïèñàâøè ñèñòåìó (1.18) â øòðèõîâàíèõ çìiííèõ òà

ïiäñòàâèâøè â íå¨ ôîðìóëè (1.19), îòðèìà¹ìî

(k1u+ k2)ḟ 0 = kf 0,

(k1u+ k2)ḟa = (mδab + pεab)f
b − 2αaf

0−

−2(αau+ βa)ḟ
0 − Γa,

(k1u+ k2)ḣ = (2m− k + k1)h− (r1u+ q1)f
0−

−(αau+ βa)f
a +R2u+Q2,

(1.20)

äå Γa = [mδab + pεab]θb + γa, R2 = θaαa + r2, Q2 = θaβa + q2.

ßêùî

|m|+ |p| ̸= 0, (1.21)

òî ïàðàìåòðè θa ìîæíà ïiäiáðàòè òàê, ùîá Γa = 0. Òîìó ó âè-

ïàäêó (1.21) ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü (1.19) ìîæíà ââàæàòè

γa = 0.

Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1.18) çàëåæèòü âiä çíà÷åíü ñòàëèõ k,

k1, k2. Ìàþòü ìiñöå ï'ÿòü íåêâiâàëåíòíèõ âèïàäêiâ:
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1) k1 = 0, k2 = 0, k = 0,

2) k1 = 0, k2 ̸= 0, k ̸= 0,

3) k1 ̸= 0, k2 = 0, k ̸= 0,

4) k1 = 0, k2 ̸= 0, k = 0,

5) k1 ̸= 0, k2 = 0, k = 0.

1) Íåõàé k1 = 0, k2 = 0, k = 0. Òîäi ñèñòåìà (1.18) íàáóâà¹

âèãëÿäó

(mδab + pεab)f
b = 0, 2mh = 0. (1.22)

Ó öüîìó âèïàäêó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.21), ç ÿêî¨ âèïëè-

âà¹, ùî γa = 0. Iç ñèñòåìè ðiâíÿíü (1.22) âèïëèâà¹, ùî ðiâíÿííÿ

ïðè m = 0, p ̸= 0 (1.1) äîïóñêà¹ ðîçøèðåííÿ àëãåáðè iíâàðiàí-

òíîñòi (1.2), êîëè

f 0 = ∀, fa = 0, h = ∀.

Îòæå, öå âèïàäîê 1 iç òàáë. 1.1.

2) Íåõàé k1 = 0, k2 ̸= 0, k ̸= 0 (íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi,

ìîæíà ââàæàòè k = k2 = 1). Iç óìîâè (1.17) âèïëèâà¹, ùî a =

0, b = φ, ùî, â ñâîþ ÷åðãó, íàêëàäà¹ óìîâè

αa = ra = 0 (1.23)

òà

b = 2ξ11 − ξ00 , mb = ξ11 − ξ00 , pb = ξ21 , γab = ξa0 . (1.24)

Iç ðiâíÿíü (1.24) ìà¹ìî

(2m− 1)ξ11 = (m− 1)ξ00 . (1.25)

Âçÿâøè äèôåðåíöiàëüíi íàñëiäêè ðiâíÿííÿ (1.24) çà çìií-

íèìè x1 òà x2 òà âèêîðèñòàâøè (1.5), îòðèìà¹ìî

m(2m− 1)ba = 0. (1.26)
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Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ (1.24) çà çìiííè-

ìè xa òà çàñòîñóâàâøè ðiâíiñòü (1.26), îäåðæèìî

m(m− 1)(2m− 1)b0 = 0. (1.27)

Iç óìîâ (1.26) òà (1.27) âèïëèâàþòü òàêi íååêâiâàëåíòíi

âèïàäêè: à) m ̸= 0, 1
2
, 1; á) m = 0; â) m = 1

2
; ã) m = 1.

Ðîçãëÿíåìî êîæåí iç íèõ îêðåìî.

à) m ̸= 0, 1
2
, 1.

Iç óìîâ (1.26) òà (1.27) ìà¹ìî b− const. Òîäi

βa = qa = 0. (1.28)

Ó öüîìó âèïàäêó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.21), ç ÿêî¨ âèïëè-

âà¹, ùî γa = 0.

Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà (1.18) íàáóâà¹ âèãëÿäó

ḟ 0 = f 0, ḟa = (mδab + pεab)f
b, ḣ = (2m− 1)h. (1.29)

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (1.29) ¹ ôóíêöi¨

f 0 = λ0e
u, fa = λbe

muKab(u), h = λ3e
(2m−1)u, (1.30)

äå λ0, λ1, λ2, λ3 � äîâiëüíi ñòàëi. Iç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü

åêâiâàëåíòíîñòi (1.12) ìîæíà ââàæàòè λ0 = 1, λ3 = r.

Îòæå, öå âèïàäîê 2 iç òàáë. 1.1 ïðè s = 1.

á) m = 0.

Iç óìîâ (1.17) ìà¹ìî

βa = qa = 0. (1.31)

Òîäi ñèñòåìà (1.18) íàáóâà¹ âèãëÿäó

ḟ 0 = f 0, ḟa = pεabf
b − γa, ḣ = (2m− 1)h. (1.32)

Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1.32) çàëåæèòü âiä ñòàëî¨ p.

á1) p ̸= 0 (iç óìîâè (1.21) γa = 0).
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Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (1.32) ¹ ôóíêöi¨

f 0 = λ0e
u, fa = λbKab(u), h = λ3e

−u,

äå λ0, λ1, λ2, λ3 � äîâiëüíi ñòàëi. Iç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü åêâi-

âàëåíòíîñòi (1.12) ìîæíà ââàæàòè λ0 = 1, λ3 = r, ùî äîïîâíþ¹

ôîðìóëè (1.30) ïðè m = 0.

á2) p = 0.

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (1.32) iç òî÷íiñòþ äî ïåðå-

òâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi (1.12) áóäóòü íåëiíiéíîñòi

f 0 = λ0e
u, fa = λau, h = λ3e

−u,

äå λ0, λ1, λ2, λ3 � äîâiëüíi ñòàëi. Iç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü

åêâiâàëåíòíîñòi (1.12) ìîæíà ââàæàòè λ0 = 1, λ3 = r.

Îòæå, ñïðàâåäëèâèé âèïàäîê 3 iç òàáë. 1.1.

â) m = 1
2
.

Àíàëîãi÷íî äî âèïàäêó á1 îòðèìó¹ìî

f 0 = λ0e
u, fa = λbe

1
2
u(δab cos pu+ εab sin pu), h = λ3.

Iç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi (1.12) ìîæíà ââàæà-

òè λ0 = 1, λ3 = r, ùî äîïîâíþ¹ ôîðìóëè (1.30) ïðè m = 1
2
.

ã) m = 1 (iç óìîâè (1.21) γa = 0).

Òîäi ñèñòåìà (1.18) íàáóâà¹ âèãëÿäó

ḟ 0 = f 0, ḟa = (δab + pεab)f
b, ḣ = h+ q2. (1.33)

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (1.33) iç òî÷íiñòþ äî ïåðå-

òâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi (1.12) áóäóòü òàêi ôóíêöi¨:

f 0 = λ0e
u, fa = λbe

uKab(u), h = λ4e
u + λ3,

äå λ0, λ1, λ2, λ3, λ4 � äîâiëüíi ñòàëi. Iç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü

åêâiâàëåíòíîñòi (1.12) ìîæíà ââàæàòè λ0 = 1, λ4 = r. Îòæå, öå

âèïàäîê 4 ç òàáë. 1.1.
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3) Íåõàé k1 ̸= 0, k2 = 0, k ̸= 0 (iç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü

åêâiâàëåíòíîñòi (1.12) ìîæíà ââàæàòè k1 = 1). Ç óìîâè (1.17)

âèïëèâà¹, ùî b = 0, a = φ, ùî, ó ñâîþ ÷åðãó, íàêëàäà¹ óìîâè

βa = qa = 0 (1.34)

òà

a = 2ξ11 − ξ00 , ma = ξ11 − ξ00 , pa = ξ21 , γaa = ξa0 . (1.35)

Ïðîàíàëiçóâàâøè ðiâíÿííÿ (1.35), ìà¹ìî òàêi íååêâiâà-

ëåíòíi âèïàäêè:

à) m ̸= 0, k
2
, k; á) m = 0; â) m = k

2
; ã) m = k.

Ðîçãëÿíåìî êîæåí iç íèõ îêðåìî.

à) m ̸= 0, k
2
, k.

Iç óìîâ (1.35) îòðèìà¹ìî, ùî a � ñòàëà. Òîäi

αa = ra = 0. (1.36)

Ó öüîìó âèïàäêó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.21), ç ÿêî¨ âèïëè-

âà¹, ùî γa = 0.

Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà (1.18) íàáóâà¹ âèãëÿäó

uḟ 0 = kf 0, uḟa = (mδab + pεab)f
b, uḣ = (2m− k + 1)h. (1.37)

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (1.37) ¹ ôóíêöi¨

f 0 = λ0u
k, fa = λbu

m(δab cos p lnu+ εab sin p lnu),

h = λ3u
(2m−k+1),

(1.38)

äå λ0, λ1, λ2, λ3 � äîâiëüíi ñòàëi. Iç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü

åêâiâàëåíòíîñòi (1.12) ìîæíà ââàæàòè λ0 = 1, λ3 = r.

Îòæå, öå âèïàäîê 5 iç òàáë. 1.1.

á) m = 0.

Iç óìîâ (1.35) îäåðæèìî αa = ra = 0. Òîäi ñèñòåìà (1.18)

íàáóâà¹ âèãëÿäó

uḟ 0 = kf 0, uḟa = pεabf
b − γa, uḣ = (−k + 1)h. (1.39)
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Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1.39) çàëåæèòü âiä ñòàëî¨ p.

á1) p ̸= 0 (ç óìîâè (1.21) γa = 0).

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (1.39) ¹ ôóíêöi¨

f 0 = λ0u
k, fa = λbKab(lnu), h = λ3u

−k+1,

äå λ0, λ1, λ2, λ3 � äîâiëüíi ñòàëi. Iç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü åêâi-

âàëåíòíîñòi (1.12) ìîæíà ââàæàòè λ0 = 1, λ3 = r, ùî äîïîâíþ¹

âèïàäîê 5 ïðè m = 0.

á2) p = 0.

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (1.39) iç òî÷íiñòþ äî ïåðå-

òâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi (1.12) áóäóòü íåëiíiéíîñòi

f 0 = uk, fa = λa lnu, h = ru−k+1,

äå λ1, λ2 � äîâiëüíi ñòàëi. Iíøèìè ñëîâàìè, ñïðàâåäëèâèì ¹ âè-

ïàäîê 6 iç òàáë. 1.1.

â) m = k
2
.

Àíàëîãi÷íî äî âèïàäêó á1 îòðèìó¹ìî

f 0 = λ0u
k, fa = λbu

k
2 (δab cos p lnu+ εab sin p lnu), h = λ3u.

Iç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi (1.12) ìîæíà ââàæà-

òè λ0 = 1, λ3 = r, ùî äîïîâíþ¹ âèïàäîê 5 ïðè m = k
2
.

ã) m = k (ç óìîâè (1.21) γa = 0).

Òîäi ñèñòåìà (1.18) íàáóâà¹ âèãëÿäó

uḟ 0 = kf 0, uḟa = (mδab + pεab)f
b,

uḣ = (k + 1)h+ r2.
(1.40)

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (1.40) iç òî÷íiñòþ äî ïåðå-

òâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi (1.12) áóäóòü òàêi ôóíêöi¨:

f 0 = uk, fa = λbu
kKab(lnu), h = u(λ3u

k + λ4),

äå λ1, λ2, λ3, λ4 � äîâiëüíi ñòàëi.
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Îòæå, öå âèïàäîê 7 iç òàáë. 1.1.

4) Íåõàé k1 = 0, k2 ̸= 0, k = 0 (íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi,

ìîæíà ââàæàòè k2 = 1). Iç óìîâè (1.17) âèïëèâà¹, ùî a = 0, b =

φ, ùî, â ñâîþ ÷åðãó, íàêëàäà¹ óìîâè

αa = ra = 0 (1.41)

òà

2ξ11 = ξ00 , mb = −ξ11 , pb = ξ21 , γab = ξa0 . (1.42)

Iç ðiâíÿíü (1.42) ìà¹ìî

pξ11 +mξ21 = 0. (1.43)

Âçÿâøè äèôåðåíöiàëüíi íàñëiäêè ðiâíÿííÿ (1.43) çà çìiííèìè x1
òà x2 òà âèêîðèñòàâøè (1.5), îòðèìà¹ìî ñèñòåìó

pξ111 −mξ112 = 0,

mξ111 + pξ112 = 0.
(1.44)

Ïðîàíàëiçó¹ìî ãîëîâíèé âèçíà÷íèê ñèñòåìè (1.44):

△ =

∣∣∣∣∣ p −m
m p

∣∣∣∣∣ = p2 +m2.

Îäåðæèìî äâà âèïàäêè: à) |m|+ |p| ̸= 0; á) m = p = 0.

à) |m|+ |p| ̸= 0.

ßêùî ãîëîâíèé âèçíà÷íèê ñèñòåìè (1.44) âiäìiííèé âiä

íóëÿ, òî öÿ ñèñòåìà ìà¹ ëèøå íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê:

ξ111 = ξ112 = 0. (1.45)

Iç ðiâíÿíü (1.42), (1.45) îòðèìà¹ìî

ξabc = 0, (1.46)

äå a, b, c = 1, 2. Iç (1.42), (1.46) âèïëèâà¹, ùî b ¹ ñòàëîþ, òîìó

ra = βa = 0.
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Ó öüîìó âèïàäêó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.21), iç ÿêî¨ âèïëè-

âà¹, ùî γa = 0.

Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà (1.18) íàáóâà¹ âèãëÿäó

ḟ 0 = 0, ḟa = (mδab + pεab)f
b, ḣ = 2mh. (1.47)

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (1.47) ¹ ôóíêöi¨

f 0 = λ0, f
a = λbe

mu (δab cos pu+ εab sin pu) , h = λ3e
2mu,

äå λ0, λ1, λ2, λ3 � äîâiëüíi ñòàëi. Iç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü

åêâiâàëåíòíîñòi (1.12) ìîæíà ââàæàòè λ0 = 1, λ3 = r.

Îòæå, öå âèïàäîê 2 iç òàáë. 1.1 ïðè s = 0.

á) m = p = 0.

Ó öüîìó âèïàäêó ñèñòåìà (1.18) íàáóâà¹ âèãëÿäó

ḟ 0 = 0, ḟa = −γa, ḣ = −q1f 0 + q2. (1.48)

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (1.48) ¹ ôóíêöi¨

f 0 = λ0, fa = λau, h = λ4u+ λ3,

äå λ0, λ1, λ2, λ3, λ4 � äîâiëüíi ñòàëi. Iç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü

åêâiâàëåíòíîñòi (1.12) ìîæíà ââàæàòè λ0 = 1, λ4 = r.

Îòæå, öå âèïàäîê 8 iç òàáë. 1.1.

5) Íåõàé k1 ̸= 0, k2 = 0, k ̸= 0 (íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi,

ìîæíà ââàæàòè k1 = 1). Iç (1.17) îòðèìó¹ìî b = 0, a = φ, ùî, â

ñâîþ ÷åðãó, íàêëàäà¹ óìîâè

βa = qa = 0, 2ξ11 = ξ00 , ma = −ξ11 , pa = ξ21 , γaa = ξa0 . (1.49)

Àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó, ïðîàíàëiçóâàâøè

óìîâè (1.49), ìà¹ìî: à) |m|+ |p| ̸= 0; á) m = p = 0.

à) |m|+ |p| ̸= 0.

Iç óìîâ (1.49) âèïëèâà¹, ùî a ¹ ñòàëîþ. Òîäi αa = ra = 0.
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Îñêiëüêè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.21), òî γa = 0. Òàêèì ÷è-

íîì, ñèñòåìà (1.18) íàáóâà¹ âèãëÿäó

ḟ 0 = 0, uḟa = (mδab + pεab)f
b, uḣ = (2m+ 1)h. (1.50)

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (1.50) ¹ ôóíêöi¨

f 0 = λ0, fa = λbu
m(δab cos p lnu+ εab sin p lnu),

h = λ3u
(2m+1),

(1.51)

äå λ0, λ1, λ2, λ3 � äîâiëüíi ñòàëi. Iç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü

åêâiâàëåíòíîñòi (1.12) ìîæíà ââàæàòè λ0 = 1, λ3 = r.

Îòæå, öå âèïàäîê 5 iç òàáë. 1.1 ïðè k = 0.

á) m = p = 0.

Ó äàíîìó âèïàäêó ñèñòåìà (1.18) íàáóâà¹ âèãëÿäó

ḟ 0 = 0, uḟa = −γa, uḣ = h− r1uf
0 − αauf

a + r2u. (1.52)

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (1.52) ¹ ôóíêöi¨

f 0 = λ0, fa = λa lnu, h = u(λ3 ln
2 u+ λ4 lnu+ λ5), (1.53)

äå λ0, λ1, λ2, λ3, λ4, λ5 � äîâiëüíi ñòàëi. Iç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâî-

ðåíü åêâiâàëåíòíîñòi (1.12) λ0 = 1.

Îòæå, öå âèïàäîê 9 iç òàáë. 1.1.

Òåîðåìó 1.3 äîâåäåíî.

1.4. Äîñòàòíi óìîâè ðîçøèðåííÿ îñíîâ-

íî¨ àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi

Òåîðåìà 1.4. Äëÿ òîãî ùîá ìàêñèìàëüíi àëãåáðè iíâàðiàíòíî-

ñòi ðiâíÿííÿ (1.1) áóëè øèðøèìè ïîðiâíÿíî ç àëãåáðîþ (1.2),

íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ðiâíÿííÿ (1.1) ìàëî îäèí ç íååêâi-

âàëåíòíèõ âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü (1.12) âèãëÿäiâ, çàïèñàíèõ ó

äðóãié êîëîíöi òàáë. 1.2, ïðè öüîìó âiäïîâiäíi ìàêñèìàëüíi àë-

ãåáðè iíâàðiàíòíîñòi íàâåäåíî â òðåòié êîëîíöi öi¹¨ òàáëèöi.
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Òàáëèöÿ 1.2. Ìàêñèìàëüíi àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi (1+2)-âèìið-

íîãî ðiâíÿííÿ ðåàêöi¨�êîíâåêöi¨�äèôóçi¨

� Ðiâíÿííÿ ÌÀI Óìîâè

1 u0 = ∂a(f
0(u)ua) + h(u) ∂0, ∂a, J12 f 0, h− ∀,

2 u0 = ∂a(f
0(u)ua) ∂0, ∂a, J12, D f 0 − ∀

3 u0 = △u ∂0, ∂a, J12, Ga,

Q,D,Π, Q∞

4 u0 = △u± 1 ∂0, ∂a, J12,

Ga ± 1
2
x0xa∂u,

Q± 1
2
x0∂u,

D ± 2x0∂u,

Π± x0(2x0+

+
−→x 2

4
)∂u, Q∞

5 u0 = △u± u ∂0, ∂a, J12, Ga,

Q,D ± 2x0u∂u,

Π± x20u∂u, Q̂∞

6 u0 = △u± u lnu ∂0,∂a,J12,Q̂,Ha

7 u0 = ∂a(e
uua) ∂0,∂a,J12,D,D0 s = 1

8 u0 = ∂a(e
suua)±emu ∂0, ∂a, J12, m ̸= 0

(s−m)D − 2D0

9 u0 = ∂a(e
uua)± 1 ∂0, ∂a, J12, s = 1

D − 2D0, T
10 u0 = ∂a(e

uua)±eu±1 ∂0, ∂a, J12, T
11 u0 = ∂a(u

kua) ∂0,∂a,J12,D,D0 k ̸=−1;0

12 u0 = ∂a(u
kua)±um ∂0, ∂a, J12, k ̸=−1;0

(k−m+1)D−2D0 m ̸=1

13 u0 = ∂a(u
kua)± u ∂0, ∂a, J12, k ̸=−1;0

kD − 2D0, T

14 u0 = ∂a(u
kua ± uk+1 ± u) ∂0, ∂a, J12, T k ̸= 0

15 u0 = ∂a(u
−1ua) ∂0, ∂a,J12, D0,X∞ k = −1

16 u0 = ∂a(u
−1ua)± u ∂0,∂a,J12,T,X∞ k = −1
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� Ðiâíÿííÿ ÌÀI Óìîâè

17 u0 = ∂a(e
suua)+ ∂0,∂a,(m−s)D+ m ̸= s

+λbe
muKab(u)ua+re

(2m−s)u +D0 + pJ12 (m,p) ̸= (0,0)

18 u0 = ∂a(e
uua)+ ∂0, ∂a, s = 1

+λauua + re−u D −D0 − x0λa∂a

19 u0 = ∂a(e
uua)+ ∂0,∂a,D0 + pJ12 s = 1

+λbe
uKab(u)ua + reu

20 u0 = ∂a(e
uua)+ ∂0, ∂a, T

+euλaua + reu ± 1

21 u0=∂a(u
kua)+ru

2m−k+1+ ∂0,∂a,(m− k)D+ m ̸= k,

+λbu
mKab(lnu)ua +D0 + pJ12 (m,p) ̸= (0,0)

22 u0 = ∂a(u
kua)+ ∂0, ∂a, k ̸= 0

+lnuλaua + ru−k+1 kD−D0−x0λa∂a
23 u0 = ∂a(u

kua)+ ∂0, ∂a,D0 + pJ12 k ̸=0,

+λbu
mKab(lnu)ua+ru

k+1 p ̸=0

24 u0 = ∂a(u
kua)+ ∂0, ∂a, D0 k ̸=0,

+ukλaua + ruk+1 k2λ3 ̸=
̸= 4(k + 1)

25 u0 = ∂a(u
kua)+ ∂0, ∂a, T k ̸=0, k2λ3 ̸=

+ukλaua + ruk+1 ± u ̸= 4(k + 1)

26 u0 = ∂a(u
kua)+ ∂0, ∂a, D0, Qa k ̸=−1;0

+4k+1
k2
uk (ku1 + u)

27 u0 = ∂a(u
kua)± u+ ∂0, ∂a, T,Qa k ̸=−1;0

+4k+1
k2
uk (ku1 + u)

28 u0 = △u+ uλaua± u ∂0, ∂a,H
29 u0 = △u+ uλaua + r ∂0,∂a,D − u∂u−

−3
2
rx0(G − ∂u),G

30 u0 = △u+ lnuλaua + ru ∂0, ∂a, G

31 u0=△u+λa lnuua±ulnu ∂0, ∂a, H

32 u0 = △u± 2lnuλaua+ ∂0, ∂a, Y

+λ⃗2u(ln2 u+ q)
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Ó òàáë. 1.2 ââåäåíî òàêi ïîçíà÷åííÿ

J12 = x2∂1 − x1∂2, D = 2x0∂0 + xa∂a, Ga = x0∂a + xaQ,

Q = −1
2
u∂u, Π = x20∂0 + x0xa∂a − (x0 +

−→x 2

4
)u∂u,

Ha = e±x0(∂a ∓ 1
2
xau∂u), Q̂ = e±x0u∂u, D0 = sx0∂0 − ∂u,

D0 = kx0∂0 − u∂u, T = e∓x0(∂0 ± ∂u), T = e∓kx0(∂0 ± u∂u),

Ga = e±x0(∂a ∓ λa−→
λ 2
∂u),H = e±x0(λa∂a ∓ ∂u), H = e±x0(λa∂a ∓ u∂u),

G = x0λa∂a − ∂u, G = x0λa∂a − u∂u, Y = e
−→
λ 2x0∓

−→
λ−→x u∂u,

Q1 = e−x1(cosx2∂1 − sinx2∂2 − 2
k
cosx2u∂u),

Q2 = e−x1(sinx2∂1 + cosx2∂2 − 2
k
sinx2u∂u),

Q∞=b(x0,
−→x )∂u, b(x0,−→x ) � äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ b0=△b,

Q̂∞ = β(x0,
−→x )∂u, β(x0,

−→x ) � äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

β0 = △β ± β,

X∞ = A(−→x )∂1+B(−→x )∂2−2uC(−→x )∂u, ôóíêöi¨ A(−→x ), B(−→x ), C(−→x )
� ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿìè A1 = B2 = C,

A2 = −B1, k, m, p, q, λ1, λ2, � äîâiëüíi ñòàëi, r ∈ {−1, 0, 1},
s ∈ {0, 1}, λ⃗2 ̸= 0.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ fa = 0 (âiäñóòíi êîíâåêòèâ-

íi äîäàíêè) ðåçóëüòàòè êëàñèôiêàöi¨ ðiâíÿííÿ (1.1) íàâåäåíî â

ïðàöÿõ [15,40]. Öi ðåçóëüòàòè ïîìiùåíî â òàáë. 1.2 ó ïåðøèõ øi-

ñòíàäöÿòè âèïàäêàõ. Òîìó îñíîâíó óâàãó çâåðíåìî íà äîâåäåííÿ

âèïàäêiâ 17�32.

Äëÿ âñòàíîâëåííÿ äîñòàòíiõ óìîâ ðîçøèðåííÿ îñíîâ-

íî¨ àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ (1.1) ïîòðiáíî âèêîðèñòàòè

ðåçóëüòàòè òåîðåìè 1.3, Iíøèìè ñëîâàìè, äîñëiäèòè ñèìåòðiéíi

âëàñòèâîñòi ðiâíÿííÿ (1.1) äëÿ êîæíîãî íàáîðó íåëiíiéíîñòåé iç

òàáë. 1.1.

Íåõàé f 0 = esu, fa = λbe
mu(δab cos pu+ εab sin pu),

h = re(2m−s)u, |m| + |p| ̸= 0,m ̸= s. Ïiäñòàâèâøè öi ôóíêöi¨ â
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ðiâíÿííÿ (1.6)�(1.8) âèçíà÷àëüíî¨ ñèñòåìè, îäåðæèìî

(au+ b)sesu = (2ξ11 − ξ00)e
su,

(au+ b)λbe
mu[m(δab cos pu+ εab sin pu)+

+p(−δab sin pu+ εab cos pu) =

= [(ξ11 − ξ00)δab + ξ21εab]λce
mu(δbc cos pu+ εbc sin pu)−

−2aae
su − 2(aau+ ba)se

su − ξa0 ,

r(2m− s)(au+ b)e(2m−s)u = r(a− ξ00)e
(2m−s)u−

−(△au+△b)esu − (aau+ ba)λbe
mu(δab cos pu+

+εab sin pu) + a0u+ b0.

(1.54)

Ðîç÷åïèâøè ñèñòåìó (1.54) çà ðiçíèìè ôóíêöiÿìè çìiííî¨

u, îòðèìà¹ìî a = 0, b0 = ba = 0 òà

ξa0 = 0, (1.55)

sb = 2ξ11 − ξ00 , mb = ξ11 − ξ00 , pb = ξ21 , (2m− s)b+ ξ00 = 0, (1.56)

Iç ðiâíÿíü (1.56), îäåðæèìî

ξabc = 0. (1.57)

Iç (1.55), (1.57) òà (1.5) ìà¹ìî

ξ1 = (m− s)c1x1 + c1px2 + d1,

ξ2 = −c1px1 + (m− s)c1x2 + d2.
(1.58)

Âðàõóâàâøè (1.56), (1.58), (1.5), îòðèìà¹ìî

ξ0 = 2(m− s)c1x0 + sc1x0 + d0, η = −c1, (1.59)

äå c1, d0, d1, d2 � äîâiëüíi ñòàëi.

Iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð (1.3) iç êîîðäèíàòàìè (1.58),

(1.59) ïîðîäæó¹ òàêó àëãåáðó:

< ∂0, ∂a, (m− s)D +D0 + pJ12 > .
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Iíøèìè ñëîâàìè, öå âèïàäîê 17 iç òàáë. 1.2.

Íåõàé f 0 = eu, fa = λau, h = re−u. Ïiäñòàâèâøè öi ôóí-

êöi¨ ó ðiâíÿííÿ (1.6)�(1.8) âèçíà÷àëüíî¨ ñèñòåìè, îäåðæèìî

(au+ b)eu = (2ξ11 − ξ00)e
u,

(au+ b)λa = [(ξ11 − ξ00)δab + ξ21εab]λau− 2aae
u−

−2(aau+ ba)e
u − ξa0 ,

−r(au+ b)e−u = r(a− ξ00)e
−u − (△au+△b)eu−

−(aau+ ba)λau+ a0u+ b0.

(1.60)

Ðîç÷åïèâøè ñèñòåìó (1.60) çà ðiçíèìè ôóíêöiÿìè çìiííî¨

u, îòðèìà¹ìî, ùî a = 0, b0 = ba = 0 òà

b = 2ξ11 − ξ00 , ξ
1
1 − ξ00 = 0, ξ21 = 0, λab = −ξa0 , (1.61)

r(b− ξ00) = 0. (1.62)

Iç ðiâíÿíü (1.61) òà (1.5) ìà¹ìî

ξa = −c1(λax0 − xa) + d1, b = c1. (1.63)

Óðàõóâàâøè (1.61), (1.63), (1.5) òà (1.9), îòðèìà¹ìî

ξ0 = c1x0 + d0, η = c1, (1.64)

äå c1, d0, d1, d2 � äîâiëüíi ñòàëi.

Iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð (1.3) ç êîîðäèíàòàìè (1.63),

(1.64) ïîðîäæó¹ òàêó àëãåáðó:

< ∂0, ∂a, D −D0 − x0λa∂a > .

Iíøèìè ñëîâàìè, öå âèïàäîê 18 iç òàáë. 1.2.

Íåõàé

f 0 = eu, fa = λbe
u(δab cos pu+ εab sin pu), h = reu + λ3.
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Ïiäñòàâèâøè öi ôóíêöi¨ â ðiâíÿííÿ (1.6)�(1.8) âèçíà÷àëüíî¨ ñè-

ñòåìè, îäåðæèìî

(au+ b)eu = (2ξ11 − ξ00)e
u,

(au+ b)λbe
u[(δab cos pu+ εab sin pu)+

+p(−δab sin pu+ εab cos pu) =

= [(ξ11 − ξ00)δab + ξ21εab]λce
u(δbc cos pu+ εbc sin pu)−

−2aae
u − 2(aau+ ba)e

u − ξa0 ,

r(au+ b)eu = (reu + λ3)(a− ξ00)e
u − (△au+△b)eu−

−(aau+ ba)λbe
u(δab cos pu+ εab sin pu) + a0u+ b0.

(1.65)

Ðîç÷åïèâøè ñèñòåìó (1.65) çà ðiçíèìè ôóíêöiÿìè çìiííî¨

u, îòðèìà¹ìî

a = ba = ξa0 = 0, b = 2ξ11 − ξ00 , b = ξ11 − ξ00 ,

pb = ξ21 , r(b+ ξ00) = 0, b0 = λ3ξ
0
0 .

(1.66)

Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1.66) çàëåæèòü âiä ñòàëî¨ λ3. Ìîæëè-

âi òàêi íååêâiâàëåíòíi âèïàäêè: λ3 = 0;λ3 ̸= 0, êîæåí iç ÿêèõ

ðîçãëÿíåìî îêðåìî.

1) λ3 = 0.

Iç (1.66) ìà¹ìî, ùî b ¹ ñòàëîþ. Iç (1.66), (1.5) òà (1.9)

îòðèìà¹ìî
ξ0 = c1x0 + d0, ξ1 = pc1x2 + d1,

ξ2 = −pc1x1 + d2, η = −c1,
(1.67)

äå c1, d0, d1, d2 � äîâiëüíi ñòàëi.

Iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð (1.3) iç êîîðäèíàòàìè (1.67)

ïîðîäæó¹ òàêó àëãåáðó:

< ∂0, ∂a,D0 + pJ12 > .

Iíøèìè ñëîâàìè, öå âèïàäîê 19 iç òàáë. 1.2.
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2) λ3 ̸= 0 (iç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi

(1.12) ìîæíà ââàæàòè λ3 = ±1).

Iç (1.66), (1.5) òà (1.9) îòðèìà¹ìî

ξ0 = c1e
∓x0 + d0, ξ1 = d1,

ξ2 = d2, η = ±c1e±x0 .
(1.68)

äå c1, d0, d1, d2 � äîâiëüíi ñòàëi.

Iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð (1.3) iç êîîðäèíàòàìè (1.68)

ïîðîäæó¹ òàêó àëãåáðó

< ∂0, ∂a, T > .

Iíøèìè ñëîâàìè, ñïðàâåäëèâèé âèïàäîê 20 iç òàáë. 1.2.

Íåõàé

f 0 = uk, fa = λbu
m(δab cos p lnu+ εab sin p lnu),

h = ru2m−k+1, |m|+ |p| ̸= 0,m ̸= k.

Çàïèøåìî äëÿ öüîãî âèïàäêó ðiâíÿííÿ (1.6)�(1.8) âèçíà-

÷àëüíî¨ ñèñòåìè:

(au+ b)kuk−1 = (2ξ11 − ξ00)u
k,

(au+ b)λbu
m−1[m(δab cos p lnu+ εab sin p lnu)−

−p(δab sin p lnu− εab cos p lnu)] =

= [(ξ11 − ξ00)δab + ξ21εab]λcu
m(δbc cos p lnu+ εbc sin p lnu)−

−2aau
k − 2(aau+ ba)ku

k−1 − ξa0 ,

r(au+ b)(2m− k + 1)u2m−k = r(a− ξ00)u
2m−k+1−

−(△au+△b)uk − (aau+ ba)λbu
m(δab cos p lnu+

+εab sin p lnu) + a0u+ b0.

(1.69)

Iç ðiâíÿíü (1.69) ìà¹ìî

ka = 2ξ11 − ξ00 , ma = ξ11 − ξ00 , pa = ξ21 ,

b = a0 = aa = ξa0 = 0.
(1.70)



44 Ðîçäië 1. Êëàñèôiêàöiÿ ñèìåòðiéíèõ âëàñòèâîñòåé ...

Ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (1.70) ¹ ôóíêöi¨

ξ0 = (2m− k)c1x0 + d0,

ξ1 = (m− k)c1x1 + pc1x2 + d1,

ξ2 = −pc1x1 + (m− k)c1x2 + d2,

η = −c1u.

(1.71)

äå c1, d0, d1, d2 � äîâiëüíi ñòàëi. Iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð

(1.3) ç êîîðäèíàòàìè (1.71) ïîðîäæó¹ òàêó àëãåáðó

< ∂0, ∂a, (m− k)D +D0 + pJ12 > .

Iíøèìè ñëîâàìè, öå âèïàäîê 21 iç òàáë. 1.2.

Íåõàé

f 0 = uk, fa = λa lnu, h = ru−k+1, k ̸= 0.

Çàïèøåìî äëÿ öüîãî âèïàäêó ðiâíÿííÿ (1.6)�(1.8) âèçíà-

÷àëüíî¨ ñèñòåìè:

(au+ b)kuk−1 = (2ξ11 − ξ00)u
k,

(au+ b)λa
1

u
= [(ξ11 − ξ00)δab + ξ21εab]λb lnu−

−2aau
k − 2(aau+ ba)ku

k−1 − ξa0 ,

r(au+ b)(−k + 1)u−k = r(a− ξ00)u
−k+1−

−(△au+△b)uk − (aau+ ba)λa lnu+ a0u+ b0.

(1.72)

Iç ðiâíÿíü (1.72) ìà¹ìî

ka = 2ξ11 − ξ00 , ξ11 = ξa0 , ξ21 = 0, λaa = −ξa0
b = a0 = aa = 0.

(1.73)

Ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (1.73) ¹ ôóíêöi¨

ξ0 = kc1x0 + d0,

ξ1 = c1(−λax0 + kx1) + d1,

ξ2 = c1(−λax0 + kx1) + d2,

η = c1u.

(1.74)
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äå c1, d0, d1, d2 � äîâiëüíi ñòàëi. Iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð

(1.3) iç êîîðäèíàòàìè (1.71) ïîðîäæó¹ àëãåáðó

< ∂0, ∂a, kD −D0 − x0λa∂a > .

Iíøèìè ñëîâàìè, öå âèïàäîê 22 iç òàáë. 1.2.

Íåõàé

f 0 = uk, fa = λau
kKab(lnu), h = u(λ3u

k + λ4), k ̸= 0. (1.75)

Ïiäñòàâèâøè ôóíêöi¨ (1.75) ó ðiâíÿííÿ (1.6)�(1.8), îäåðæèìî

b = 0, ka = 2ξ11 − ξ00 , ξa0 = 0,

λba(kKab + K̇ab)−[(ξ11 − ξ00)δab + ξ21εab]λcKbc = 2(k + 1)aa,

λ3(ka+ ξ00) = −λbKabaa, a0 = λ4ξ
0
0 .

(1.76)

Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1.76) çàëåæèòü âiä çíà÷åíü ñòàëî¨ p. ßêùî

p ̸= 0, òî ç ðiâíÿíü (1.76) îòðèìà¹ìî

b = 0, aa = 0, ξa0 = 0, ξ11 = 0,

ξ21 = pa, ka+ ξ00 = 0, λ4ξ
0
0 = 0.

(1.77)

Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1.77) çàëåæèòü âiä çíà÷åíü ñòàëî¨ λ4:

1) λ4 ̸= 0. Òîäi ç ðiâíÿíü (1.77) îòðèìà¹ìî òàêi óìîâè

a = b = 0, ξ00 = ξa0 = ξab = 0, ùî ïðèâîäèòü äî Abas;

2) λ4 = 0 (iç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ìî-

æíà ââàæàòè λ3 = r, äå r ∈ {−1, 0, 1}). Ó öüîìó âèïàäêó çàãàëü-

íèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1.77), (1.4), (1.5) ¹ ôóíêöi¨

ξ0 = kc0x0 + d0, ξ
a = −pc0εabxb + da, η = −c0u. (1.78)

Ôîðìóëè (1.78) çàäàþòü òàêó ìàêñèìàëüíó àëãåáðó iíâàðiàòíîñòi

ðiâíÿííÿ (1.1)

< ∂0, ∂a, D0 + pJ12 > .

Iíøèìè ñëîâàìè, ñïðàâåäëèâèé âèïàäîê 23 iç òàáë. 1.2.
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ßêùî p = 0, òî ðiâíÿííÿ (1.1) iç íåëiíiéíîñòÿìè (1.75)

íàáóâà¹ âèãëÿäó

u0 = ∂a(u
kua) + uku1 + u(λ3u

k + λ4). (1.79)

Iç ðiâíÿíü (1.76) îòðèìà¹ìî

b = ξa0 = 0, ka = 2ξ11 − ξ00 ,

2(k + 1)aa = −λaξ11 + λ⊥a ξ
2
1 ,

(
−→
λ 2 − 4(k + 1)λ3)ξ

1
1 = 0, ξ000 + kλ4ξ

0
0 = 0.

(1.80)

Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1.80) çàëåæèòü âiä ñòàëèõ λ3, λ4. Ìî-

æëèâi òàêi íååêâiâàëåíòíi âèïàäêè:

1) 4(k + 1)λ3 ̸=
−→
λ

2
, λ4 = 0;

2) 4(k + 1)λ3 ̸=
−→
λ

2
, λ4 ̸= 0;

3) 4(k + 1)λ3 =
−→
λ

2
, λ4 = 0;

4) 4(k + 1)λ3 =
−→
λ

2
, λ4 ̸= 0.

Ðîçãëÿíåìî êîæåí âèïàäîê îêðåìî.

1) 4(k + 1)λ3 ̸=
−→
λ

2
, λ4 = 0.

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1.80), (1.4), (1.5)

áóäóòü òàêi ôóíêöi¨

ξ0 = kc0x0 + d0, ξa = da, η = c0u. (1.81)

Ôîðìóëè (1.81) ïîðîäæóþòü àëãåáðó

< ∂0, ∂a, D0 = kxa∂a − u∂u >,

ùî çáiãà¹òüñÿ ç âèïàäêîì 24 òàáë. 1.2.

2) 4(k + 1)λ3 ̸=
−→
λ

2
, λ4 ̸= 0 (iç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü

åêâiâàëåíòíîñòi ìîæíà ââàæàòè λ3 = r, λ4 = ±1). Çàãàëüíèì

ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1.80), (1.4), (1.5) áóäóòü òàêi ôóí-

êöi¨:

ξ0 = c0e
∓kx0 + d0, ξa = da, η = ±c0e∓kx0u. (1.82)
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Ôîðìóëè (1.82) ïîðîäæóþòü àëãåáðó

< ∂0, ∂a, T > .

Iíøèìè ñëîâàìè, ñïðàâåäëèâèé âèïàäîê 25 òàáë. 1.2.

3) 4(k + 1)λ3 =
−→
λ

2
, λ4 = 0.

Iç (1.80) îòðèìà¹ìî

4(k + 1)

k
λaξ

1
1a +

−→
λ

2
ξ11 = 0. (1.83)

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1.83) ¹ ôóíêöiÿ

ξ11 = ewψ(ω), (1.84)

äå ψ = ψ(ω) � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ, ω = − k
4(k+1)

−→
λ

⊥−→x ,w =

= − k
4(k+1)

−→
λ−→x ,

−→
λ ⊥ = (−λ2, λ1) � âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî

âåêòîðà
−→
λ .

Âðàõóâàâøè (1.5), iç (1.84) ìà¹ìî

ξ21 = ewψ̇. (1.85)

Iç ñóìiñíîñòi ñèñòåìè (1.84),(1.85) âèïëèâà¹, ùî

ψ̈ + ψ = 0. (1.86)

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1.86) ¹

ψ = c1 cosω + c2 sinω,

äå c1, c2 � äîâiëüíi ñòàëi. Òîäi

ξ11 = ew(c1 cosω + c2 sinω),

ξ12 = ew(c1 sinω − c2 cosω).
(1.87)

Âèêîðèñòàâøè ôîðìóëè (1.5), îòðèìà¹ìî òàêîæ

ξ21 = ew(−c1 sinω + c2 cosω),

ξ22 = ew(c1 cosω + c2 sinω).
(1.88)
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Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1.87), (1.88) ¹ òàêi

ôóíêöi¨

ξ1 = −4(k + 1)

k
−→
λ 2

ew(
−→
λ−→c cosω +

−→
λ

⊥−→c sinω) + d1, (1.89)

ξ2 = −4(k + 1)

k
−→
λ 2

ew(
−→
λ

⊥−→c cosω −
−→
λ−→c sinω) + d2, (1.90)

äå d1, d2 � ñòàëi iíòåãðóâàííÿ.

Ïðè λ4 = 0 çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ

(1.80) ¹ ôóíêöiÿ

ξ0 = kc0x0 + d0. (1.91)

Iç (1.9) ç óðàõóâàííÿì (1.91) îòðèìà¹ìî

η = [
2

k
ew(c1 cosω + c2 sinω)− c0)]u. (1.92)

Ðiâíÿííÿ (1.79) çàìiíîþ

λ⃗2k2

16(k + 1)2
x0 −→ x0,

k

4(k + 1)
λaxa −→ x1,

k

4(k + 1)
λ⊥a xa −→ x2, u −→ u

(1.93)

çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ

u0 = ∂a(u
kua) + 4

k + 1

k
uku1 + 4

k + 1

k2
uk+1. (1.94)

Ôîðìóëè (1.86), (1.89), (1.91), (1.92) iç óðàõóâàííÿì çàìi-

íè (1.93) çàäàþòü òàêó ìàêñèìàëüíó àëãåáðó ðiâíÿííÿ (1.1):

< ∂0, ∂a, Q1, Q2, D0 = kx0∂0 − u∂u >,

iíøèìè ñëîâàìè, öå âèïàäîê 26 iç òàáë. 1.2.

4) 4(k + 1)λ3 =
−→
λ

2
, λ4 ̸= 0 (ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü

åêâiâàëåíòíîñòi (1.12) λ4 = ±1).

Iç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ (1.80) îòðèìà¹ìî

ξ0 = c0e
∓kx0 + d0. (1.95)
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Iç (1.9), óðàõóâàâøè (1.89) i (1.95), ìà¹ìî

η = [
2

k
ew(c1 cosω + c2 sinω)− c0e

∓kx0)]u. (1.96)

Ðiâíÿííÿ (1.79) çàìiíîþ (1.93) çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ

u0 = ∂a(u
kua) + 4

k + 1

k
uku1 + 4

k + 1

k2
uk+1 ± u. (1.97)

Ôîðìóëè (1.86), (1.89), (1.91), (1.96) iç óðàõóâàííÿì çàìi-

íè (1.93) çàäàþòü àëãåáðó

< ∂0, ∂a, Qa, T >,

ùî çáiãà¹òüñÿ ç âèïàäêîì 27 òàáë. 1.2.

Íåõàé

f 0 = 1, fa = λau, h = ru+ λ3.

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ (1.6)�(1.8) âèçíà÷àëüíî¨ ñèñòåìè äëÿ

ðîçãëÿäóâàíîãî âèïàäêó:

ξ00 = 2ξ11 ,

(au+ b)λa = [(ξ11 − ξ00)δab + ξ21εab]λbu− 2aa − ξa0 ,

λ3(au+ b) = (a− ξ00)(ru+ λ3)−△au−△b−

−(aau+ ba)λau+ a0u+ b0.

(1.98)

Ðîç÷åïèâøè ñèñòåìó (1.98) çà ðiçíèìè ñòåïåíÿìè ôóíêöi¨

u, îòðèìà¹ìî

ξ00 = 2ξ11 , ξ21 = 0, (1.99)

a = −ξ11 , (1.100)

λab = −ξa0 − 2aa, (1.101)

λaaa = 0, (1.102)

a0 = λ3ξ
0
0 + λaba +△a, (1.103)
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b0 = λ3b− λ4(a− ξ00) +△b. (1.104)

Iç (1.99) ìà¹ìî

ξ0 = 2A(x0), (1.105)

ξa = Ȧ(x0)xa +Ba(x0). (1.106)

Óðàõóâàâøè (1.105), iç ðiâíÿííÿ (1.100) îäåðæèìî

a = −Ȧ(x0), (1.107)

à ç (1.101) �

b = − 1
−→
λ 2

λaξ
a
0 . (1.108)

Iç óðàõóâàííÿì (1.107) ç (1.108) îòðèìà¹ìî Ä = 0. Òîäi

A = c1x0 +
d0
2
. (1.109)

Âèêîðèñòàâøè (1.109), iç (1.105) òà (1.106) çíàõîäèìî

ξ0 = 2c1x0 + d0, (1.110)

a = −c1, (1.111)

ξa = c1xa +Ba(x0). (1.112)

Iç ôîðìóë (1.112), (1.108) îòðèìà¹ìî

b = − 1
−→
λ 2

λaḂa. (1.113)

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè (1.113) çà xa, ìà¹ìî

ba = 0. (1.114)

Çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (1.114), (1.111) òà (1.103) îòðèìà¹ìî óìî-

âè

rc1 = 0. (1.115)

Íåõàé r = ±1. Iç (1.115) îäåðæèìî

c1 = 0. (1.116)
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Óðàõóâàâøè (1.116), iç ñèñòåìè (1.110)�(1.112) ìà¹ìî

a = 0, (1.117)

ξ0 = d0, ξa = Ba(x0). (1.118)

Iç ðiâíÿíü (1.104), (1.113) îòðèìà¹ìî

λaB
a = c2 + c3

−→
λ 2e±x0 ,

b = −c3e±x0 . (1.119)

Òîäi

η = −c3e∓x0 . (1.120)

Iç óðàõóâàííÿì (1.119) ç (1.101) ìà¹ìî

ξa = ±λac3e±x0 + da. (1.121)

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð

(1.3) iç êîîðäèíàòàìè (1.118), (1.121), (1.120) ïîðîäæó¹ àëãåáðó

< ∂0, ∂a,H >,

òîáòî ñïðàâåäëèâèé âèïàäîê 28 òàáë. 1.2.

Íåõàé

λ3 = 0. (1.122)

Óðàõóâàâøè (1.122), (1.114), iç (1.104) îòðèìà¹ìî

λaB
a = −r3

−→
λ 2c1
2

x20 + c2
−→
λ 2x0 + c3. (1.123)

Âèêîðèñòàâøè (1.123) òà (1.113), çíàõîäèìî

b = −3rc1x0 + c2, (1.124)

òîäi, ñêîðèñòàâøèñü (1.112) òà (1.101), îäåðæèìî

Ba = λa(−r
3c1
2
x20 + c2

−→
λ 2x0) + da. (1.125)
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Iç (1.112), (1.125) îòðèìà¹ìî

ξa = c1x0 + λa(−r
3c1
2
x20 + c2

−→
λ 2x0) + da, (1.126)

à ç ðiâíÿíü (1.111), (1.124) �

η = −c1u− 3rc1x0 + c2. (1.127)

Òîáòî iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð (1.3) iç êîîðäèíàòàìè

(1.110), (1.126), (1.127) ïîðîäæó¹ òàêó àëãåáðó iíâàðiàíòíîñòi:

< ∂0, ∂a, D − ∂u −
3

4
rx0(G − 2∂u),G > .

Iíøèìè ñëîâàìè, ñïðàâåäëèâèé âèïàäîê 29 òàáë. 1.2.

Íåõàé f 0 = 1, fa = λa lnu, h = (λ3 ln
2 u+ λ4 lnu+ λ5)u.

Ïiäñòàâèâøè öi ôóíêöi¨ ó ðiâíÿííÿ (1.6)�(1.8) âèçíà÷àëü-

íî¨ ñèñòåìè, îäåðæèìî

ξ00 = 2ξ11 ,

(au+ b)
λa
u

= [(ξ11 − ξ00)δab + ξ21εab]λb lnu− 2aa − ξa0 ,

(au+ b)(2λ3 lnu+ λ4 + λ3 ln
2 u+ λ4 lnu+ λ5) =

= (a− ξ00)(λ3 ln
2 u+ λ4 lnu+ λ5)u−

−(△au+△b)(a0u+ b0)− (aau+ ba)λa lnu+

+a0u+ b0.

(1.128)

Ðîç÷åïèâøè ñèñòåìó (1.128) çà ðiçíèìè íåëiíiéíîñòÿìè,

îòðèìà¹ìî b = 0 òà

ξ0 = d0, (1.129)

ξa = ξa(x0), (1.130)

λaaa + 2λ3a = 0, (1.131)

2aa = −λaa− ξa0 , (1.132)

−a0 + λ4a = −△ a. (1.133)
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Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1.129)�(1.133) çàëåæèòü âiä ñòàëî¨ λ3.

Ìîæëèâi òàêi íååêâiâàëåíòíi âèïàäêè:

1) λ3 ̸= 0,
−→
λ 2

4
;

2) λ3 = 0;

3) λ3 =
−→
λ 2

4
.

Ðîçãëÿíåìî êîæåí âèïàäîê îêðåìî.

1) λ3 ̸= 0,
−→
λ 2

4
. Òîäi ç ðiâíÿíü (1.77) îòðèìà¹ìî a = b = 0,

ξ00 = ξa0 = ξab = 0, ùî ïðèâîäèòü äî Abas.

2) λ3 = 0. Iç (1.131)�(1.133) ìà¹ìî

a = a(x0), a0 = λ4a.

ßêùî λ4 = 0, òî ç (1.131)�(1.133) îäåðæèìî

ξ0 = d0, ξa = c1λax0 + da, η = −c1u. (1.134)

Iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð (1.3) ç êîîðäèíàòàìè (1.134)

ïîðîäæó¹ òàêó àëãåáðó:

< ∂0, ∂a, G > .

Iíøèìè ñëîâàìè, öå âèïàäîê 30 òàáë. 1.2.

ßêùî λ4 ̸= 0 (ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi

(1.12) λ4 = ±1), òî ç (1.131)�(1.133) îòðèìà¹ìî

a = φ(x0). (1.135)

Âèêîðèñòàâøè (1.132), (1.135), ìà¹ìî

ξa0 = −λaφ. (1.136)

Óðàõóâàâøè (1.131), (1.133), (1.135), îäåðæèìî

φ̇∓ φ = 0. (1.137)

Iç (1.137) îòðèìà¹ìî φ = c1e
∓x0 . Òîäi

η = c1e
±x0u. (1.138)
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Iç óðàõóâàííÿì (1.138) iç (1.136) ìà¹ìî

ξa = ∓c1λae±x0 + da. (1.139)

Òîáòî iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð (1.3) iç êîîðäèíàòàìè

(1.129), (1.139), (1.138) ïîðîäæó¹ òàêó àëãåáðó:

< ∂0, ∂a, H > .

Iíøèìè ñëîâàìè, öå âèïàäîê 31 òàáë. 1.2.

3) λ3 =
−→
λ 2

4
(iç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi

(1.12) λ4 = 0). Òîäi

a = φ(x0)e
−

−→
λ
2
−→x . (1.140)

Iç ðiâíÿííÿ (1.132) ìà¹ìî

ξa0 = 0, (1.141)

à ç (1.141) �

ξa = da. (1.142)

Âèêîðèñòàâøè ôîðìóëè (1.140), (1.133), îòðèìà¹ìî

φ = c1e
−→
λ 2

4
x0 ,

òîäi

a = c1e
−→
λ 2

4
x0−

−→
λ
2
−→x ,

çâiäêè

η = c1e
−→
λ 2

4
x0−

−→
λ
2
−→x u. (1.143)

ßêùî çàìiñòü λa âèáðàòè 2λa, òî iíôiíiòåçèìàëüíèé îïå-

ðàòîð (1.3) ç êîîðäèíàòàìè (1.129), (1.142), (1.143) ïîðîäæó¹ òà-

êó àëãåáðó:

< ∂0, ∂a, Y > .

Iíøèìè ñëîâàìè, ñïðàâåäëèâèé âèïàäîê 32 iç òàáë. 1.2.

Òåîðåìó 1.4 äîâåäåíî.
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1.5. Äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåí-

òíîñòi òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ

Êðiì íåïåðåðâíèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi, êëàñ ðiâ-

íÿíü (1.1) ìà¹ òàêîæ äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi.

Ïîñòàâèìî çàäà÷ó: çíàéòè âñi ìîæëèâi íåâèðîäæåíi ëîêàëüíi ïå-

ðåòâîðåííÿ âèãëÿäó

y0 = a(x, u), ya = ba(x, u), v = c(x, u), (1.144)

ÿêi çâîäÿòü äîâiëüíå ðiâíÿííÿ êëàñó (1.1) äî ðiâíÿííÿ òîãî ñà-

ìîãî êëàñó:

vy0 = ∂ya(F
0(v)vya) + F a(v)vya +H(v), (1.145)

äå x = (x0, x1, x2), u = u(x), y = (y0, y1, y2), v = v(y), F 0 = F 0(v),

F a = F a(v), H = H(v) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨.

Òåîðåìà 1.5. Áóäü-ÿêå ðiâíÿííÿ (1.1) çâîäèòüñÿ äî (1.145) çà

äîïîìîãîþ íåâèðîäæåíî¨ ëîêàëüíî¨ ïiäñòàíîâêè (1.144) òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè ïiäñòàíîâêà ìà¹ âèãëÿä

y0 = a(x0), ya = ba(x), v = α(x)u+ β(x), (1.146)

ïðè÷îìó ôóíêöi¨ a, ba, α, β, f 0, fa, h, F 0, F a, H çàäîâîëüíÿ-

þòü òàêi óìîâè:

ȧα(b11b
2
2 − b12b

2
1) ̸= 0, (1.147)

b21 = ±b12, (1.148)

b22 = ∓b11, (1.149)

b1ab
1
af

0(u) = ȧF 0(v), (1.150)

− 2

α
bab (αbu+ βb) ḟ 0(u) +

(
△a− 2

α
αbb

a
b

)
f 0(u)−

−ba0 + babf
b(u) = ȧF a(v),

(1.151)
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α0u+ β0 +

[
2

α
αa(αau+ βa)− (△αu+△β)

]
f 0(u)+

+
1

α
(αau+ βa)(αau+ βa)ḟ

0(u)−

−(αau+ βa)f
a(u) + αh(u) = ȧH(v).

(1.152)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ òîãî ùîá ïåðåòâîðåííÿ (1.146) áóëè íåâèðî-

äæåíèìè, ÿêîáiàí öèõ ïåðåòâîðåíü ìà¹ áóòè âiäìiííèì âiä íóëÿ:

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 a1 a2 au

b10 b11 b12 b1u
b20 b21 b22 b2u
c0 c1 c2 cu

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0. (1.153)

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i çíàõîäæåííÿ äîäàòêîâèõ ïåðåòâîðåíü

ïîòðåáó¹ âèêîíàííÿ òàêî¨ óìîâè

u0 − ∂a(f
0(u)ua)− fa(u)ua − h(u)−

−λ[vy0 − ∂ya(F
0(v)vya)− F a(v)vya −H(v)] = 0,

(1.154)

äå λ = λ(x, u) � ôóíêöiÿ, ÿêà ïiäëÿãà¹ âèçíà÷åííþ. ßê áà÷èìî

ç (1.154), íåîáõiäíî çàäàòè çâ'ÿçîê ìiæ ïîõiäíèìè ôóíêöié u òà

v. Îäåðæèìî òàêi ôîðìóëè:

u0 = −vy0a0 + vyab
a
0 − c0

σ
, (1.155)

ua = −vy0aa + vybb
b
a − ca

σ
, (1.156)

uab = − 1

σ
[(aa + auua)(ab + auub)vy0y0+

+2(aa + auua)(b
c
b + bcuub)vy0yc+

+(bca + bcuua)(b
d
b + bduub)vycvyd+

+(aab + aauub + abuua + auuuaub)vy0−

−(bcab + bcauub + bcbuua + bcuuuaub)vyc−

−(cab + cauub + cbuua + cuuuaub)],

(1.157)
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äå σ = vy0au + vyab
a
u − cu, ua =

∂u
∂xa

, vya = ∂v
∂ya
, uab =

∂2u
∂xaxb

, vyayb =

= ∂2v
∂yayb

.

Óðàõóâàâøè, ùî â ðiâíÿííi (1.145) ïîâèííi áóòè âiäñóòíi

ïîõiäíi vy0y0 , vy0ya , vy1y2 , à òàêîæ êîåôiöi¹íòè áiëÿ vy1y1 , vy2y2
ïîâèííi áóòè ðiâíèìè, îòðèìà¹ìî

aa + auua = 0, (1.158)(
b1a + b1uua

) (
b2a + b2uua

)
= 0, (1.159)(

b1a + b1uua
) (
b1a + b1uua

)
=
(
b2a + b2uua

) (
b2a + b2uua

)
. (1.160)

Ïðîàíàëiçóâàâøè (1.158)�(1.160), îäåðæèìî

aa = au = 0, (1.161)

b1ab
2
a = 0, (1.162)

b1ab
2
u + b1ub

2
a = 0, (1.163)

b1ab
1
a = b2ab

2
a, (1.164)

b1ab
1
u = b2ab

2
u, b

1
ub

2
u = 0, (b1u)

2 = (b2u)
2.

Iç óìîâ (1.163), (1.164) âèïëèâà¹

b1u = b2u = 0. (1.165)

Íà ïiäñòàâi ðiâíÿíü (1.161), (1.165) îòðèìà¹ìî

y0 = a(x0), ya = ba(x), v = c(x, u). (1.166)

Óðàõóâàâøè (1.161), (1.165) iç (1.155)�(1.157) ìà¹ìî

u0 =
1

cu
(ȧvy0 + ba0vya − c0), (1.167)

ua =
1

cu
(bbavyb − ca), (1.168)

△u =
1

cu

[
b1ab

1
a△v −

cuu
c2u
bcab

d
avycvyd+

+

(
△bc− 2cau

cu
bca+2

cuu
c2u
bcaca

)
vyc+2

cau
cu
ca−

cuu
c2u
caca−△c

]
.

(1.169)
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Ïiäñòàâèâøè (1.167)�(1.169) ó (1.154) òà ðîç÷åïèâøè çà

ïîõiäíèìè ôóíêöi¨ v, îäåðæèìî λ = ȧ
cu
òà

cuu = 0, (1.170)

b1ab
1
af

0(u) = ȧF 0(v), (1.171)

− 2

α
bab (αbu+ βb)ḟ 0(u) +

(
△a− 2

α
αbb

a
b

)
f 0(u)−

−ba0 + babf
b(u) = ȧF a(v),

(1.172)

α0u+ β0 +

[
2

α
αa(αau+ βa)− (△αu+△β)

]
f 0(u)+

+
1

α
(αau+ βa)(αau+ βa)ḟ

0(u)−

−(αau+ βa)f
a(u) + αh(u) = ȧH(v).

(1.173)

Âçÿâøè äî óâàãè (1.161), (1.165), iç (1.153), ìà¹ìî

ȧα(b11b
2
2 − b12b

2
1) ̸= 0. (1.174)

Âèêîðèñòàâøè (1.170), iç (1.166), çíàõîäèìî

y0 = a(x0), ya = ba(x), w = α(x)u+ β(x). (1.175)

Óðàõóâàâøè (1.175) iç (1.174), (1.172), (1.173), îòðèìà¹ìî (1.147),

(1.151), (1.152).

Îòæå, ïiäñòàíîâêà (1.175) ìà¹ çàäîâîëüíÿòè òàêi óìîâè

(1.147), (1.162), (1.164), (1.171), (1.151), (1.152).

Òåîðåìó 1.5 äîâåäåíî.

Çàñòîñó¹ìî ðåçóëüòàòè òåîðåìè 1.5 äëÿ çíàõîäæåííÿ ïå-

ðåòâîðåíü, ÿêi çâîäÿòü ðiâíÿííÿ ç òàáë. 1.2 äî iíøèõ ðiâíÿíü öi¹¨

òàáëèöi. Ñïðàâåäëèâå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1.6. Óñi ðiâíÿííÿ òàáë. 1.2, ÿêi çà äîïîìîãîþ ëîêàëü-

íèõ ïåðåòâîðåíü ìîæíà çâåñòè äî iíøèõ ðiâíÿíü öi¹¨ ñàìî¨ òà-

áëèöi, íàâåäåíi â òàáë. 1.3.
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Òàáëèöÿ 1.3. Ñïðîùåííÿ ðiâíÿííÿ (1.1) çà äîïîìîãîþ äîäàòêî-

âèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi

� Âèãëÿä ðiâíÿííÿ Çâ'ÿçîê Âèãëÿä ðiâíÿííÿ

äî ñïðîùåííÿ ïiñëÿ ñïðîùåííÿ

1 u0 = △u± 1 y0 = x0, ya = xa, vy0 = △v
v = u± x0

2 u0 = △u± u y0 = x0, ya = xa, vy0 = △v
v = e±x0u

3 u0 = ∂a(e
uua)± y0 = ±e±x0 , vy0 = ∂ya(e

vvya)+

±1 + reu ya = xa, +rev

v = u± x0

4 u0 = ∂a(u
kua)+ y0 = ± e±kx0

k
, vy0 = ∂ya(v

kvya)+

+ruk+1 ± u ya = xa, +rvk+1

v = e±x0u

5 u0 = ∂a(e
uua)+ y0 = ±e±x0 , vy0 = ∂ya(e

vvya)+

+euλaua + reu±1 ya = xa, +evλavya + rev

v = u± x0

6 u0 = ∂a(u
kua)+ y0 = ± e±kx0

k
, vy0 = ∂ya(v

kvya)+

+ukλaua+ ya = xa, +vkλavya + rvk+1

+ruk+1 ± u v = e∓x0u

7 u0 = ∂a(u
kua)+ y0 = ± e±kx0

k
, vy0 = ∂ya(v

kvya)+

+4k+1
k
uku1+ ya = xa, +4k+1

k
vkv1+

+4k+1
k2
uk+1 ± u v = e±x0u +4k+1

k2
vk+1

8 u0 = △u+ y0 = x0, vy0 = △v + vλavya
+uλaua ± 1 ya = xa ± 1

2
λax

2
0,

v = u± x0

9 u0 = △u+ y0 = x0, vy0 = △v + ln vλavya
+ lnuλaua ± u ya = xa ± 1

2
λax

2
0,

v = e∓x0u

Äîâåäåííÿ. ßê âèïëèâà¹ ç óìîâ (1.150), (1.151), äëÿ òî-
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ãî ùîá ðiâíÿííÿ ç äðóãî¨ êîëîíêè òàáë. 1.3 çà äîïîìîãîþ äîäà-

òêîâèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi çâîäèëèñÿ äî ðiâíÿíü iç ÷å-

òâåðòî¨ êîëîíêè öi¹¨ ñàìî¨ òàáëèöi, íåîáõiäíî, ùîá ¨õ ìàêñèìàëü-

íi àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi ìàëè îäíàêîâi ðîçìiðíîñòi, à ôóíêöi¨

f 0, F 0 òà fa, F a íàëåæàëè äî îäíîãî êëàñó. Çíàéäåìî äîäàòêîâi

ïåðåòâîðåííÿ, ùî çâîäÿòü ðiâíÿííÿ ç äðóãî¨ êîëîíêè äî ðiâíÿíü

÷åòâåðòî¨ êîëîíêè òàáë. 1.3.

Ðåçóëüòàòè ïóíêòiâ 1�4 òàáë. 1.3 îòðèìàíi iíøèìè àâòî-

ðàìè (äèâ., íàïðèêëàä, [63]), òîìó äåòàëüíî çóïèíèìîñÿ íà äî-

âåäåííi ïóíêòiâ 5�9.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ ç ïóíêòó 20 òàáë. 1.2

u0 = ∂a(e
uua) + euλaua + reu ± 1. (1.176)

Éîãî ÌÀI ñêëàäà¹òüñÿ ç 4-õ áàçîâèõ îïåðàòîðiâ

< ∂0, ∂a, T > .

ÌÀI ðiâíÿííÿ

v0 = ∂a(e
vva) + evλava ± 1, (1.177)

îäåðæàíîãî ç ðiâíÿííÿ ïóíêòó 19 òàáë. 1.2 ïðè p = 0, òàêîæ 4-õ

âèìiðíà. �¨ áàçîâi ãåíåðàòîðè ìàþòü âèãëÿä

< ∂0, ∂a,D0 > .

Çà äîïîìîãîþ òåîðåìè 1.5 ïîáóäó¹ìî çàìiíó, ÿêà çâîäèòü

ðiâíÿííÿ (1.176) äî âèãëÿäó (1.177). Óìîâà (1.150) áóäå òàêîþ

b1ab
1
ae
u = ȧeαu+β. (1.178)

Iç ðiâíÿííÿ (1.178) îòðèìà¹ìî, ùî

α = 1, b1ab
1
a = ȧeβ. (1.179)

Ðîçãëÿíåìî ÷àñòèííèé âèïàäîê ba = xa. Òîäi ç (1.179) âè-

ïëèâà¹

β = − ln ȧ, (1.180)



1.5. Äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi òà ... 61

Iíøèìè ñëîâàìè, β = β(x0).

Óìîâà (1.151) âèêîíó¹òüñÿ òîòîæíî, à ç óìîâè (1.152) çíà-

õîäèìî β = ∓x0. Iç ðiâíÿííÿ (1.180) îòðèìó¹ìî a = ±e±x0 .
Îòæå, çàìiíà, ÿêà çâîäèòü ðiâíÿííÿ (1.176) äî ðiâíÿííÿ

(1.177), íàáóâà¹ âèãëÿäó

y0 = ±e±x0 , ya = xa, v = u∓ x0. (1.181)

Âñòàíîâèìî äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêi

çâîäÿòü ðiâíÿííÿ

u0 = ∂a
(
ukua

)
+ ukλaua + ruk+1 ± u (1.182)

äî ðiâíÿííÿ

vy0 = ∂ya
(
vkvya

)
+ vkλavya + rvk+1. (1.183)

Ó öüîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ (1.150)�(1.152) íàáóäóòü âèãëÿäó

b1ab
1
au

k = ȧvk, (1.184)

− 2

α
bab (αbu+ βb)ku

k−1 +

(
△b− 2

α
αbb

a
b

)
uk − ba0+

+babλbu
k = ȧλav

k,

(1.185)

α0u+ β0 +

[
2

α
αa(αau+ βa)− (△αu+△β)

]
uk+

+
1

α
(αau+ βa)(αau+ βa)ku

k−1−

−(αau+ βa)λbu
k + αruk+1 ± u = ȧrvk+1.

(1.186)

Îäíèì iç ðîçâ'ÿçêiâ (1.148)�(1.149) ¹

ba = xa. (1.187)

Óðàõóâàâøè (1.147), (1.187), iç (1.184) ìà¹ìî

αkȧ = 1, (1.188)
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β = 0. (1.189)

Iç ðiâíÿíü (1.187), (1.188),

ȧ = α−k. (1.190)

Âçÿâøè äî óâàãè (1.187), (1.189), (1.190), iç (1.186) îòðè-

ìà¹ìî

α0 ± α = 0. (1.191)

Iç (1.190), (1.191) ìà¹ìî

α = e±x0 . (1.192)

Óðàõóâàâøè (1.192), iç (1.190) îäåðæèìî a = ± e±kx0

k
.

Îòæå, ìà¹ìî ëîêàëüíó ïiäñòàíîâêó

y0 = ±e
±kx0

k
, ya = xa, v = e∓x0u,

ÿêà çâîäèòü ðiâíÿííÿ (1.182) äî âèãëÿäó (1.183).

Çíàéäåìî ïiäñòàíîâêó, ÿêà çâîäèòü ðiâíÿííÿ

u0 = ∂a(u
kua) + 4

k + 1

k
uku1 + 4

k + 1

k2
uk+1 ± u (1.193)

äî ðiâíÿííÿ

v0 = ∂a(v
kva) + 4

k + 1

k
vkv1 + 4

k + 1

k2
vk+1. (1.194)

Ïiäñòàâèâøè çíà÷åííÿ ôóíêöié f 0, fa, h, F 0, F a, H iç ðiâ-

íÿíü (1.193), (1.194) ó ñèñòåìó (1.150)�(1.152), óðàõóâàâøè ïðè

öüîìó (1.146), (1.187), ïiñëÿ ðîçùåïëåííÿ çà ðiçíèìè ñòåïåíÿìè

çìiííî¨ u, îäåðæèìî ñèñòåìó

ȧ = αk, β = 0, α0 = ±α. (1.195)

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî îäíèì iç ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè

(1.195) ¹ ôóíêöi¨

a = ±e
±kx0

k
, b = xa, α = e±x0 , β = 0,



1.5. Äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi òà ... 63

ÿêi âèçíà÷àþòü ïåðòâîðåííÿ

y0 = ±e
±kx0

k
, ya = xa, w = e±x0u,

ùî çâîäÿòü ðiâíÿííÿ (1.193) äî âèãëÿäó (1.194). Îäåðæàíèé ðå-

çóëüòàò äîâîäèòü ñüîìèé âèïàäîê òàáë. 1.3.

Âñòàíîâèìî äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêi

çâîäÿòü ðiâíÿííÿ

u0 = △u+ uλaua ± 1 (1.196)

äî ðiâíÿííÿ

v0 = △v + vλava. (1.197)

Ó öüîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ (1.150)�(1.152) áóäóòü òàêi

b1ab
1
a = ȧ, (1.198)

△b− 2

α
αbb

a
b − ba0 + babλbu = ȧλa(αu+ β),

α0u+ β0 +
2

α
αa(αau+ βa)− (△αu+△β)−

−(αau+ βa)λau+ αr = 0.

Ðîç÷åïèâøè ñèñòåìó (1.198)�(1.165) çà ðiçíèìè ñòåïåíÿìè ôóí-

êöi¨ u, îäåðæèìî ñèñòåìó

b1ab
1
a = ȧ, babλb = λaαȧ, λaαa = 0,

△b− 2

α
αbb

a
b − ba0 = λaβȧ,

α0 +
2

α
αaαa −△α− λaβa = 0,

β0 +
2

α
αaβa −△β + αr = 0.

(1.199)

Îäíèì iç ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (1.199) ¹ ôóíêöi¨

a = x0, b
a = xa ±

1

2
λax

2
0, α = 1, β = ∓x0, (1.200)

ÿêi âèçíà÷àþòü ïåðåòâîðåííÿ

y0 = x0, ya = xa ±
1

2
λax

2
0, v = u∓ x0.
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Iíøèìè ñëîâàìè, öå âèïàäîê 8 iç òàáë. 1.3.

Çíàéäåìî ïiäñòàíîâêó, ÿêà çâîäèòü ðiâíÿííÿ

u0 = △u+ lnuλaua ± u (1.201)

äî ðiâíÿííÿ

v0 = △ ln v + vλava. (1.202)

Ïiäñòàâèâøè ôóíêöi¨

f 0(u) = 1, fa(u) = λa lnu, h(u) = ±u,

F 0(v) = 1, F a(v) = λa ln v, H(v) = 0
(1.203)

ó ñèñòåìó (1.147)�(1.152) òà ðîç÷åïèâøè îäåðæàíi ðiâíÿííÿ çà

ðiçíèìè íåëiíiéíîñòÿìè çìiííî¨ u, îäåðæèìî

b1ab
1
a = ȧ, β = 0, λaαa = 0, λaȧ = λbb

a
b ,

ba0 = − 2

α
λbb

a
b − λaȧ lnα, α0 +

2

α
αaαa −△α± α = 0.

(1.204)

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ôóíêöi¨

a = x0, b
a = xa ±

1

2
λax

2
0, α = e∓x0 , β = 0 (1.205)

¹ îäíèì iç ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (1.204). Iíøèìè ñëîâàìè, öå âèïà-

äîê 9 iç òàáë. 1.3.

Òåîðåìó 1.6 äîâåäåíî.

Çàçíà÷èìî, ùî óñi iíøi ðiâíÿííÿ ç òàáë. 1.2 ¹ ëîêàëüíî

íååêâiâàëåíòíèìè.

Òàêèì ÷èíîì, ç óðàõóâàííÿì ðåçóëüòàòiâ òàáë. 1.3 îäåð-

æó¹ìî, ùî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ëîêàëüíî íååêâiâàëåíòíèõ ðiâ-

íÿíü (1.1) ìîæíà íàâåñòè ó âèãëÿäi òàáëèöi (òàáë. 1.4).
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Òàáëèöÿ 1.4. Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ ëîêàëüíî íååêâiâàëåíòíèõ

ðiâíÿíü (1.1)

� Ðiâíÿííÿ ÌÀI Óìîâè

1 u0 = ∂a(f
0(u)ua) + h(u) ∂0, ∂a, J12 f 0, h− ∀

2 u0 = ∂a(f
0(u)ua) ∂0, ∂a, J12, D f 0 − ∀

3 u0 = △u ∂0, ∂a, J12, Ga,

Q,D,Π, Q∞

4 u0 = △u± u lnu ∂0, ∂a, J12, Q̂, Ha

5 u0 = ∂a(e
uua) ∂0, ∂a, J12, D,D0 s = 1

6 u0 = ∂a(e
suua)±emu ∂0, ∂a, J12, m ̸= 0

(s−m)D − 2D0

7 u0 = ∂a(u
kua) ∂0, ∂a, J12, D,D0 k ̸=−1;0

8 u0 = ∂a(u
kua)±um ∂0, ∂a, J12, 2D0− k ̸=−1;0

−(k −m+ 1)D m ̸= 1

9 u0 = ∂a(u
−1ua) ∂0, ∂a, J12, D0, X∞ k = −1

10 u0 = ∂a(e
suua)+ ∂0, ∂a, m ̸= s

+λbe
muKab(u)ua+ (m− s)D+ (m, p) ̸=
+re(2m−s)u +D0 + pJ12 ̸= (0, 0)

11 u0 = ∂a(e
uua)+ ∂0, ∂a, D− s = 1

+λauua + re−u −D0 − x0λa∂a

12 u0 = ∂a(e
uua)+ ∂0, ∂a, s = 1

+λbe
uKab(u)ua + reu D0 + pJ12

13 u0 = ∂a(u
kua)+ ∂0,∂a,(m− k)D+ m ̸= k,

+λbu
mKab(lnu)ua+ +D0 + pJ12 (m, p) ̸=
+ru2m−k+1 ̸= (0, 0)

14 u0 = ∂a(u
kua)+ ∂0, ∂a, kD− k ̸= 0

+ lnuλaua + ru−k+1 −D0 − x0λa∂a

15 u0 = ∂a(u
kua) + ruk+1+ ∂0, ∂a, k ̸= 0,

+λbu
mKab(lnu)ua D0 + pJ12 p ̸= 0

16 u0 = ∂a(u
kua)+ ∂0, ∂a, D0 k ̸= 0,

+ukλaua + λ3u
k+1 k2λ3 ̸=
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� Ðiâíÿííÿ ÌÀI Óìîâè

̸=4(k + 1)

17 u0 = ∂a(u
kua)+ ∂0, ∂a, D0, Qa k ̸=−1;0

+4k+1
k2
uk (ku1 + u)

18 u0 = △u+ uλaua ± u ∂0, ∂a,Ga
19 u0 = △u+ uλaua ∂0, ∂a, D − u∂u,G
20 u0 = △u+ lnuλaua ∂0, ∂a, G

21 u0 = △u+ ∂0, ∂a, H

+ lnuλaua ± u lnu

22 u0 = △u± lnuλaua+ ∂0, ∂a, Y

+λ⃗2u(ln2 u+ q)

1.6. Ëi¨âñüêi àíçàöè, ðåäóêöiÿ òà òî÷íi

ðîçâ'ÿçêè

Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (1.1) ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ

ïîáóäîâè iíâàðiàíòíèõ àíçàöiâ, ïðîâåäåííÿ ðåäóêöi¨ òà çíàõî-

äæåííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äàíîãî ðiâíÿííÿ.

Ðîçâ'ÿæåìî öþ çàäà÷ó, íàïðèêëàä, äëÿ ðiâíÿííÿ ïóíêòó

17 iç òàáë. 1.4:

u0 = ∂a(u
kua) + 4

k + 1

k2
uk (ku1 + u) , k ̸= −1; 0. (1.206)

Ñåðåä ðiâíÿíü (1.1) iç íåíóëüîâèì êîíâåêòèâíèì äîäàí-

êîì öå ðiâíÿííÿ âîëîäi¹ íàéøèðøèì êëàñîì ñèìåòði¨. Éîãî ìà-

êñèìàëüíà àëãåáðà iíâàðiàíòíîñòi çàäà¹òüñÿ òàêèìè îïåðàòîðà-

ìè:

< ∂0, ∂1, ∂2, D0, Q1, Q2 > .

Ïðîâåäåìî ðåäóêöiþ ðiâíÿííÿ (1.206) äî ðiâíÿííÿ ç ìåí-

øîþ êiëüêiñòþ çìiííèõ, âèêîðèñòîâóþ÷è çàãàëüíèé âèãëÿä îïå-

ðàòîðà iíâàðiàíòíîñòi

X = d0∂0 + da∂a + c0D0 + c1Q1 + c2Q2. (1.207)
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Îäèí iç àíçàöiâ (äèâ., íàïðèêëàä, [80]) çà óìîâè c0 = d0 =

d1 = 0, îòðèìàíèé çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðà (1.207), íàáóâà¹ âè-

ãëÿäó

u = e−
2
k
x1φ(x0, ω), ω = sinx2e

x1 +me2x1 . (1.208)

Öåé àíçàö ðåäóêó¹ ðiâíÿííÿ (1.206) äî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿ-

ííÿ

φ0 = (4mω + 1)∂ω(φ
kφω) + 4mφkφω.

Ïðèïóñòèâøè, ùî m = 0, ïðèéäåìî äî ðiâíÿííÿ

φ0 = ∂ω(φ
kφω). (1.209)

Òåîðåìà 1.7. [39] Ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ iíâàðiàíòíîñòi äè-

ôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (1.209) ¹ àëãåáðà

< ∂0, ∂ω, D = 2x0∂0 + ω∂ω, D0 = kx0∂0 − φ∂φ >, (1.210)

ÿêùî k ̸= −4
3
;

< ∂0, ∂ω, D0 = 4x0∂0 + 3φ∂φ, D1 = 2ω∂ω − 3φ∂φ,

K = ω2∂ω − 3ωφ∂φ >,
(1.211)

ÿêùî k = −4
3
.

Âèêîðèñòà¹ìî ëi¨âñüêó ñèìåòðiþ ðiâíÿííÿ (1.209) äëÿ ïî-

áóäîâè iíâàðiàíòíèõ àíçàöiâ, ðåäóêöi¨ òà çíàõîäæåííÿ éîãî òî-

÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ (äèâ., [88]).

Íàâåäåìî âèãëÿä êiëüêîõ íååêâiâàëåíòíèõ àíçàöiâ, ùî îò-

ðèìóþòüñÿ ó âèïàäêó k ̸= −4
3
:

φ = ψ(y), y = ω + px0,

φ = x
− 1

k
0 ψ(y), y = ω + p lnx0,

φ = e−
2p
k
x0ψ(y), y = epx0ω,

φ = x
− 1+2p

k
0 ψ(y), y = xp0ω,

(1.212)
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äå p ̸= 0 � äîâiëüíèé ïàðàìåòð, ùî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñòàëi

c0, c1, d0, d1.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâiäîìèõ ôóíêöié ψ íåîáõiäíî îäåð-

æàíi âèùå iíâàðiàíòíi àíçàöè ïiäñòàâèòè ó ðiâíÿííÿ (1.209). ßê

íàñëiäîê îòðèìà¹ìî âiäïîâiäíî òàêi ðåäóêîâàíi ðiâíÿííÿ:

∂y(ψ
kψy)− pψy = 0,

∂y(ψ
kψy)− pψy −

1

k
ψ = 0,

∂y(ψ
kψy)− pyψy +

2m

k
ψ = 0,

∂y(ψ
kψy)− pyψy +

2m+ 1

k
ψ = 0.

(1.213)

×àñòèííèìè ðîçâ'ÿçêàìè ïåðøîãî ç ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü (1.213)

¹ ôóíêöi¨

ψ = (pky + c)
1
k , k ̸= 0,

ψ = − tanh2
(p
2
y + c

)
, k = −1

2
,

ψ = tan2
(p
2
y + c

)
, k = −1

2
,

tanh−1(ψ
1
4 ) + tan−1(ψ

1
4 ) = −p

2
y + c, k = −3

4
,

(1.214)

äå c � äîâiëüíà ñòàëà.

Ïåðøèé àíçàö iç (1.212) òà ðîçâ'ÿçêè (1.214), äîçâîëèëè

çíàéòè ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1.206):

u =
[
(c+ pk2x0)e

−2x1 − pke−x1 sinx2
] 1

k , k ̸= 0,

u = −e4x1 tanh2[
p

2
(−e−x1 sinx2 + px0) + c], k = −1

2
,

u = e4x1 tan2[
p

2
(−e−x1 sinx2 + px0) + c], k = −1

2
,

tanh−1
(
e−

2
3
x1u

1
4

)
+ tan−1

(
e−

2
3
x1u

1
4

)
=

=
p

2
(e−x1 sinx2 − px0) + c, k = −3

4
.

Ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ (1.209)

ïðè k = −4
3
¹ àëãåáðà (1.211). Íå âäàþ÷èñü ó äåòàëi, íàâåäåìî
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âèãëÿä íååêâiâàëåíòíèõ àíçàöiâ, âiäìiííèõ âiä (1.212), ùî ïîðî-

äæóþòüñÿ öi¹þ àëãåáðîþ:

φ = |ω2 + r|−
3
2ψ(y), r ∈ {−1, 0, 1},

y =


tanh−1 ω + px0, r = −1,

1
ω
+ px0, r = 0,

tan−1 ω + px0, r = 1,

(1.215)

φ = x
3
4
0 |ω2 + r|−

3
2ψ(y), r ∈ {−1, 0, 1},

y =


tanh−1 ω + p lnx0, r = −1,

1
ω
+ p lnx0, r = 0,

tan−1 ω + p lnx0, r = 1,

(1.216)

äå p ̸= 0 � äîâiëüíèé ïàðàìåòð, ÿêèé âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñòàëi

c0, c1, c2, d0, d1.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâiäîìèõ ôóíêöié ψ íåîáõiäíî îäåð-

æàíi âèùå àíçàöè ïiäñòàâèòè ó ðiâíÿííÿ (1.209). ßê íàñëiäîê,

îòðèìà¹ìî âiäïîâiäíî òàêi ðåäóêîâàíi ðiâíÿííÿ:

∂y(ψ
− 4

3ψy) = pψy + 3rψ− 1
3 , (1.217)

∂y(ψ
− 4

3ψy) = pψy +

(
3

4
ψ

4
3 + 3r

)
ψ− 1

3 . (1.218)

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.217) ïðè r = 0 íàáóâà¹

âèãëÿäó

3
3
√
c1ψ

+
1

2
ln

1 + c1ψ

(1 + 3
√
c1ψ)3

+

+
√
3 arctan

(
1√
3
(2 3
√
c1ψ − 1)

)
= c2 −

py

c1

(1.219)

ïðè c1 ̸= 0, òà

ψ =

(
−4

3
py + c2

)− 3
4

(1.220)

ïðè c1 = 0.
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Îäèí iç ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1.218) ïðè r = −1 ¹ òàêèì

ψ = 4
3
4 . (1.221)

Âèêîðèñòàâøè ôîðìóëè (1.208), (1.215), (1.216), çíàõîäè-

ìî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1.206) ïðè −4
3
:

−3Φ +
1

2
ln

Φ3 + 1

(Φ + 1)3
−

√
3 tan−1 2Φ− 1√

3
=

= (c1)
− 4

3

[
p(− 1

e−x1 sinx2
+ px0) + c2

]
,

äå

Φ = − e
3
2
x1

3
√
c1u sinx2

, c1 ̸= 0,

u =

[
4

3
pe5x1 sin3 x2(1 + (px0 + c2)e

x1 sinx2)

]− 3
4

, (1.222)

u =

(
ex1 sin2 x2 − e−x1

2
√
x0

)− 3
2

.

Çà óìîâè c0 = d0 = d2 = 0 çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðà (1.207)

îòðèìà¹ìî àíçàö

u = (sinx2)
2
kφ(x0, ω), ω =

ex1 +m cosx2
sinx2

, (1.223)

ÿêèé ðåäóêó¹ ðiâíÿííÿ (1.206)) äî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

(m2 + ω2)∂ω(φ
kφω) + 2

k + 2

k2
(
−kωφkφω + φk+1

)
= φ0.

Ïðèïóñòèâøè, ùî k = −2, îäåðæèìî ðiâíÿííÿ

(m2 + ω2)(φ−2φω)ω = φ0. (1.224)

Ðîçâ'ÿçêîì ðåäóêîâàíîãî ðiâíÿííÿ (1.224) (äèâ. [18], ðiâíÿííÿ

6.101) ¹

I

(
c1
√
x0

φ
√
ω2 +m2

)
=

1

m
tan−1 ω

m
+ c2, (1.225)
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äå I(z) =
∫ z
0

dτ√
c2−m2τ2−2c1 ln τ

, c1, c2 � äîâiëüíi ñòàëi.

Âèêîðèñòàâøè àíçàö (1.223) òà ðîçâ'ÿçîê (1.225), çíàõî-

äèìî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.206):

I

(
c1
√
x0

u
√
e2x1+2mex1 cosx2 +m2

)
=

=
1

m
tan−1 e

x1 +m cosx2
m sinx2

+ c2.

(1.226)

Ïðîâåäåìî ëiíåàðèçàöiþ ðiâíÿííÿ (1.209) çà óìîâè k =

= −2. Çàñòîñó¹ìî äî öüîãî ðiâíÿííÿ ñóêóïíiñòü äâîõ ïåðåòâî-

ðåíü (äèâ., íàïðèêëàä, [88,154]):

x0 = x0, ω = ω, φ = vω.

Òóò v = v(x0, ω) � íîâà íåâiäîìà ôóíêöiÿ:

x0 = t, ω = w, v = x,

äå t, x � íîâi íåçàëåæíi çìiííi, w = w (t, x) � íîâà çàëåæíà

çìiííà.

ßê íàñëiäîê îäåðæèìî ðiâíÿííÿ

wt = wxx,

ÿêå ¹ ëiíiéíèì ðiâíÿííÿì òåïëîïðîâiäíîñòi. Âiäîìî áåçëi÷ éîãî

òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Äëÿ ïðèêëàäó ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà ç íèõ:

w = t+
1

2
x2,

w = tx+
1

6
x3,

w = c3e
m2

1t+m1x + c4e
m2

2t+m2x,

w = e(p
2−m2)t+px[c3 cos(2mpt+mx)+

+c4 sin(2mpt+mx)],

(1.227)

äå m1,m2,m, p, c3, c4 � äîâiëüíi ñòàëi.
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Âèêîðèñòàâøè (1.227), çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçêè äèôåðåíöi-

àëüíîãî ðiâíÿííÿ (1.206), çàïèñàíi â ÿâíîìó òà ïàðàìåòðè÷íîìó

âèãëÿäàõ:

u =

(
2 sin

x2
2
e

x1
2 − 1

2
x0e

x1

)− 1
2

,

u =
4

e
x1
2 (2τ 2 + x0)

, 12 sin
x2
2

= e
x1
2 (3x0τ + 2τ 3),

u =
ex1

ατ (x0, τ)
, ex1 sinx2 = α(x0, τ),

u =
e(m

2−p2)x0−pτ+x1

pβ(x0, τ) + βτ (x0, τ)
, e(m

2−p2)x0−pτ+x1 sinx2 = β(x0, τ),

äå

α(x0, τ) = c1e
m2

1x0+m1τ + c2e
m2

2x0+m2τ ,

β(x0, τ) = c1 cos(2mpx0 +mτ) + c2 sin(2mpx0 +mτ),

τ � äîâiëüíèé ïàðàìåòð.

Ðîçãëÿíåìî íåëiíiéíå ðiâíÿííÿ

u0 = ∂a(uua) + λ1uu1 + λu(1− u), (1.228)

äå λ1, λ � äîâiëüíi ñòàëi. Ðiâíÿííÿ (1.228) ¹ óçàãàëüíåííÿì âi-

äîìîãî äâîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ Ôiøåðà äëÿ ïîðèñòèõ îáëàñòåé

[138]:

u0 = △u+ λu(1− u).

Ó âèïàäêó, êîëè äåÿêà îáëàñòü ïåðåïîâíåíà íàñåëåííÿì,

ðiâíÿííÿ (1.228) îïèñó¹ øâèäêiñòü éîãî ðîçñiþâàííÿ â îáëàñòü

íèæ÷î¨ ùiëüíîñòi (äèâ., [167] i ïîñèëàííÿ â íüîìó).

Òàêîæ ðiâíÿííÿ (1.228) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê óçàãàëüíå-

ííÿ ðiâíÿííÿ Ìþððåÿ:

u0 = △u+ λ1uu1 + λu(1− u),

ÿêå îïèñó¹ áiîëîãi÷íi ïðîöåñè, ïîâ'ÿçàíi ç ïðîöåñàìè àíãiîãåíåçó,

çàãî¹ííÿ ðàí, äèíàìiêè âçà¹ìîäi¨ ïîïóëÿöié òà ií. Â îäíîâèìið-

íîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ äîñëiäæåíî â ïðàöÿõ [125,128,167].
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ßêùî λ1 = −λ = 8, òî ðiâíÿííÿ (1.228) ¹ ÷àñòèííèì âè-

ïàäêîì ðiâíÿííÿ ïóíêòó 27 iç òàáë. 1.2 ïðè k = 1. ßê âêàçàíî â

òàáë. 1.3, çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü

x0 → −e
−8x0

8
, xa → xa, u→ e−8x0u (1.229)

ðiâíÿííÿ (1.228) çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ

ut = ∂a(uua) + 8uu1 + 8u2.

ßêùî âèêîðèñòàòè çíàéäåíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1.206)

ïðè k = 1 òà çðîáèòè çàìiíó (1.229), òî îòðèìà¹ìî òàêi ðîçâ'ÿçêè

ðiâíÿííÿ (1.228) ïðè λ1 = −λ2 = 8:

u = e−2x1−8x0

[
p sinx2e

x1 − p2

8
e−8x0 + c2

]
, (1.230)

u = e−2x1−8x0

[
c1 ln |e−2x1−8x0u+ c1|+ p sinx2e

x1 − p2

8
e−8x0 + c2

]
,

u =
4

3
sin2 x2 + c1e

− 16
3
x0−2x1 . (1.231)

Îòðèìàíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1.1) ìîæíà âèâ÷èòè ç òî-

÷êè çîðó ìîæëèâîñòi ¨õ ôiçè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ. Âèêîíà¹ìî öå

íà ïðèêëàäi ðîçâ'ÿçêiâ (1.222), (1.230) òà (1.231). Íåâàæêî áà÷è-

òè, ùî ïðè x0 → ∞ u → 0, x1 → ∞ u → 0, à ïðè x2 → ∞ u �

îáìåæåíå.

Öå äà¹ ïiäñòàâè ñòâåðäæóâàòè, ùî öi ðîçâ'ÿçêè ìîæóòü

ìàòè ôiçè÷íå çàñòîñóâàííÿ. Íà ðèñ. 1.1�1.3 íàâåäåíi ãðàôiêè

ðîçâ'ÿçêó (1.222) ïðè p = 3
4
, c2 = 1 òà ôiêñîâàíèõ çíà÷åííÿõ

çìiííî¨ x0: x0 = 0 , x0 = 10, x0 = 100; îáìåæåííÿ äëÿ ïðîñòîðî-

âèõ çìiííèõ: x1 ∈ {2, 3}, x2 ∈ {π
8
, 7π

8
}. Íà ðèñ. 1.4�1.6 íàâåäåíi

ãðàôiêè ðîçâ'ÿçêó (1.230) äëÿ p = 4, c2 = 0, ôiêñîâàíèõ çíà÷å-

ííÿõ çìiííî¨ x0: x0 = 0, x0 = 0, 01, x0 = 0, 1 òà îáìåæåííÿõ

x1 ∈ [0, 10], x2 ∈ [0, 3π], à íà ðèñ. 1.7�1.9 � ãðàôiêè ðîçâ'ÿçêó

(1.231) äëÿ c1 = 1, ôiêñîâàíèõ çíà÷åííÿõ çìiííî¨ x0: x0 = 0,

x0 = 3, x0 = 6 òà îáìåæåííÿõ x1, x2, óêàçàíèõ íà äàíèõ ðèñóí-

êàõ.
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Ðèñ. 1.1: Ãðàôiê ôóíêöi¨

u(x0 = 0)

Ðèñ. 1.2: Ãðàôiê ôóíêöi¨

u(x0 = 10)
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Ðèñ. 1.3: Ãðàôiê ôóíêöi¨

u(x0 = 100)

Ðèñ. 1.4: Ãðàôiê ôóíêöi¨

u(x0 = 0)



76 Ðîçäië 1. Êëàñèôiêàöiÿ ñèìåòðiéíèõ âëàñòèâîñòåé ...

Ðèñ. 1.5: Ãðàôiê ôóíêöi¨

u(x0 = 0, 01)

Ðèñ. 1.6: Ãðàôiê ôóíêöi¨

u(x0 = 0, 1)



1.6. Ëi¨âñüêi àíçàöè, ðåäóêöiÿ òà òî÷íi ðîçâ'ÿçêè 77

Ðèñ. 1.7: Ãðàôiê ôóíêöi¨

u(x0 = 0)

Ðèñ. 1.8: Ãðàôiê ôóíêöi¨

u(x0 = 3)
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Ðèñ. 1.9: Ãðàôiê ôóíêöi¨ u(x0 = 6)



Ðîçäië 2. Íåëîêàëüíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi 79

ÐÎÇÄIË 2

ÍÅËÎÊÀËÜÍI

ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÍß

ÅÊÂIÂÀËÅÍÒÍÎÑÒI

ÑÈÑÒÅÌÈ ÐIÂÍßÍÜ

ÊÎÍÂÅÊÖI��ÄÈÔÓÇI�

Âèðiøóþ÷è ôóíäàìåíòàëüíi ïðîáëåìè ç ðiçíèõ ñôåð äi-

ÿëüíîñòi, íàóêîâöi ÷àñòî çóñòði÷àþòüñÿ ç ïðîáëåìîþ ïîáóäîâè

ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ïðîöåñiâ, ùî äîñëiäæóþòüñÿ, i âèáîðó

ðiâíÿíü ÷è ñèñòåì, ÿêi á íàéòî÷íiøå îïèñóâàëè öåé ïðîöåñ. Ó áà-

ãàòüîõ âèïàäêàõ òå ÷è iíøå ôiçè÷íå ÿâèùå âäà¹òüñÿ çìîäåëþâà-

òè öiëêîì âèçíà÷åíèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì ÷è ñèñòåìîþ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Íàéïðîñòiøi ôîðìóëþâàííÿ çàêîíiâ

ïðèðîäè ïðèâîäÿòü äî ëiíiéíèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, àëå

÷àñòî òàêi ìîäåëi íåòî÷íi òà íå äàþòü çàäîâiëüíîãî ðåçóëüòàòó,

àäæå áàãàòüîì ðåàëüíèì ïðîöåñàì âiäïîâiäàþòü ñàìå íåëiíiéíi
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ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi. I òîäi âèíèêà¹ ïðîáëåìà îáìåæåíîñòi íàÿâ-

íîãî ìàòåìàòè÷íîãî àïàðàòó äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ îòðèìàíèõ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ÷è ñèñòåì. Òà ÿêùî íåëiíiéíå äèôåðåíöi-

àëüíå ðiâíÿííÿ (÷è ñèñòåìà ðiâíÿíü), ùî îïèñó¹ ïåâíèé ïðîöåñ,

ìà¹ íåòðèâiàëüíi ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi, òî òóò äîñëiäíèêè ìî-

æóòü çàñòîñîâóâàòè ìåòîäè òåîði¨ ãðóï i àëãåáð Ëi.

Çãiäíî ç ìåòîäîì Ëi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèí-

íèìè ïîõiäíèìè, ÿêi âîëîäiþòü êëàñè÷íîþ ëii¨âñüêîþ ñèìåòði-

¹þ, ìîæíà ðåäóêóâàòè äî çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

çà äîïîìîãîþ ñïåöiàëüíèõ ïiäñòàíîâîê (àíçàöiâ). Ðîçâ'ÿçàâøè

ðåäóêîâàíi ðiâíÿííÿ, ìîæíà ïîáóäóâàòè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè âèõi-

äíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Àëå

êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà ¨õ ñèñòåì, ÿêi

ìîæëèâî ïîáóäóâàòè â ðàìêàõ öüîãî ìåòîäó, îáìåæó¹òüñÿ êiëü-

êiñòþ îïåðàòîðiâ ñèìåòði¨, ÿêèìè âîëîäi¹ êîíêðåòíå ðiâíÿííÿ ÷è

ñèñòåìà. ßêùî ðiâíÿííÿ ìà¹ áiäíó ëi¨âñüêó ñèìåòðiþ àáî íå ìà¹

¨¨ âçàãàëi, òî çàñòîñóâàííÿ öüîãî ìåòîäó äî ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ

íå äà¹ áàæàíîãî ðåçóëüòàòó. Öå ñòàëî ïåðåäóìîâîþ äëÿ ïîøó-

êó â ðàìêàõ ãðóïîâîãî àíàëiçó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iíøèõ

ìåòîäiâ ïîáóäîâè íîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ ðiâíÿíü.

Îäíèì iç öèõ ìåòîäiâ ñòàâ ìåòîä, ÿêèé âèêîðèñòîâó¹ íå-

ëîêàëüíi ïåðåòâîðåííÿ, ùî áóëè çàñòîñîâàíi â ãåîìåòðè÷íèõ äî-

ñëiäæåííÿõ Ë. Áiàí÷i òà Ì. Ðiáîêóðîì, âèâ÷åíi òà óçàãàëüíåíi

Ô.Â. Áåêëóíäîì. Ïåðåòâîðåííÿ ¹ îñîáëèâèì âèïàäêîì ñêií÷åí-

íèõ íåëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü çàëåæíèõ i íåçàëåæíèõ çìiííèõ.

Ïiä íåëîêàëüíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ðîçóìiòèìåìî ïåðå-

òâîðåííÿ íåçàëåæíèõ xi òà çàëåæíèõ çìiííèõ ui âèãëÿäó

yi = hi(x, U, U(k)), vj = gj(x, U, U(k)),

äå

x ∈ Rn, U ∈ Rm, U(k) = U
1
, ..., U

k
,



Ðîçäië 2. Íåëîêàëüíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi 81

U
l
� ñóêóïíiñòü óñiõ ìîæëèâèõ ïîõiäíèõ ïîðÿäêó l ôóíêöi¨ U çà

çìiííèìè x, äiÿ ÿêèõ ïåðåòâîðþ¹ ðiâíÿííÿ

F (x, U, U(p)) = 0

â iíøå ðiâíÿííÿ

Φ(y, V, V(q)) = 0.

Ñêií÷åííi íåëîêàëüíi ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ïîðîäæóþòü

íåëîêàëüíi ñèìåòði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî ¹ êîðèñíèì

äëÿ ñòâîðåííÿ íîâèõ àëãîðèòìiâ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

×àñòèííèì âèïàäêîì íåëîêàëüíèõ ñèìåòðié ¹ ïîòåíöiéíi

ñèìåòði¨. Çãiäíî ç [107] ïîòåíöiéíîþ ñèìåòði¹þ çàäàíîãî äèôå-

ðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ¹ òî÷êîâà ñèìåòðiÿ âiäïîâiäíî¨ éîìó ïî-

òåíöiéíî¨ ñèñòåìè, ÿêà íå ïðîåêòó¹òüñÿ â òî÷êîâó ñèìåòðiþ öüîãî

ðiâíÿííÿ.

Ïîíÿòòÿ ïîòåíöiàëüíî¨ ñèìåòði¨ áóëî ââåäåíî êàíàäñüêèì

ïðîôåñîðîì ìàòåìàòèêè Äæ.Â. Áëóìåíîì [108, 113], à ïîíÿòòÿ

ïåðåòâîðåíü ïîòåíöiàëüíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi � ß. Ëiñëîì [163].

Íèçêó ñó÷àñíèõ ïðàöü ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ ïîòåíöié-

íèõ ñèìåòðié øèðîêîãî êëàñó íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, ñåðåä ÿêèõ [114,187,191].

Íåïåðåðâíîþ íåëîêàëüíîþ ãðóïîþ ñèìåòðié S íàçèâàþòü

(äèâ. [163]) áóäü-ÿêó ñèìåòðiþ ÷è ãðóïó ñèìåòðié, ÿêà íå ïîâ'ÿçà-

íà ç iíôiíiòåçèìàëüíèì îïåðàòîðîì ëîêàëüíîãî òèïó.

Â Óêðà¨íi ñåðåä ïåðøèõ ïðàöü, ïðèñâÿ÷åíèõ äîñëiäæåí-

íÿì ó íàïðÿìi íåëîêàëüíèõ ñèìåòðié âiäçíà÷èìî òàêi: [79, 139,

142, 203]. Ó ïðàöi [79] âêàçàíî ñïîñiá ïîáóäîâè äîäàòêîâèõ (íå-

ëîêàëüíèõ) àíçàöiâ äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi,

ÿêi íåìîæëèâî îòðèìàòè â ðàìêàõ êëàñè÷íîãî àëãîðèòìó Ëi.

Âàæëèâi ðåçóëüòàòè çàñòîñóâàííÿ íåëîêàëüíèõ ñèìåòðié

äî ïîáóäîâè íåëi¨âñüêèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü òåïëîïðî-
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âiäíîñòi, ðiâíÿíü ðåàêöi¨�äèôóçi¨ òà äèôóçi¨�êîíâåêöi¨ îòðèìàíî

â ïðàöÿõ Â.À. Òè÷èíiíà òà éîãî ó÷íiâ [204�206].

2.1. Îñíîâíi òåîðåìè

Ó ïðàöÿõ [113,192] íàâåäåíî íåëîêàëüíi ïåðåòâîðåííÿ, ÿêi

çâîäÿòü íåëiíiéíå ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ ut = ∂(u−2ux) äî ëiíiéíîãî

zt = zxx. Ó [154] öi ïåðåòâîðåííÿ óçàãàëüíåíî i ïîêàçàíî, ùî çà

äîïîìîãîþ òàêèõ ïåðåòâîðåíü íåëiíiéíå ðiâíÿííÿ äèôóçi¨

ut = ∂x[f(u)ux], (2.1)

äå u = u(t, x), ut =
∂u
∂t
, ux = ∂u

∂x
, ∂x = ∂

∂x
, f(u) � äîâiëüíà

ãëàäêà ôóíêöiÿ, çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ òîãî ñàìîãî êëàñó.

Ó ïðàöi [79] öi ïåðåòâîðåííÿ âèêîðèñòàíî äëÿ ïîáóäîâè

íåëîêàëüíèõ àíçàöiâ, ÿêi ðåäóêóþòü ðiâíÿííÿ (2.1) äî çâè÷àé-

íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ëiíåàðèçàöi¨ ðiâíÿííÿ (2.1), ïî-

áóäîâè íåëîêàëüíèõ ôîðìóë ðîçìíîæåííÿ òà ñóïåðïîçèöi¨ éîãî

ðîçâ'ÿçêiâ.

Ó [55, 56] ïîñòàâëåíî òà ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó óçàãàëüíåííÿ

ðåçóëüòàòiâ ïðàöü [79, 154] íà âèïàäîê ñèñòåìè íåëiíiéíèõ ðiâ-

íÿíü äèôóçi¨:

Ut = ∂x[f(U)Ux],

äå U =

(
u1

u2

)
, f(U) =

(
f 11 f 12

f 21 f 22

)
, ua = ua(t, x), fab = fab(U)

� äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨, a, b = 1, 2.

Ó [202] íåëîêàëüíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi çàñòîñî-

âàíî äëÿ ðîçøèðåííÿ êëàñiâ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü êîí-

âåêöi¨�äèôóçi¨ âèãëÿäó

ut = ∂x[f(u)ux + g(u)],

äå g(u) � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ.



2.1. Îñíîâíi òåðåìè 83

Ó ïðàöi [52] äîñëiäæåíî ìàêcèìàëüíó àëãåáðó iíâàðiàí-

òíîñòi òà çíàéäåíî äåÿêi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü âàí äåð Âà-

àëüñà, ÿêà íàëåæèòü äî êëàñó ñèñòåì êîíâåêöi¨�äèôóçi¨.

Ïðàöi, íàâåäåíi âèùå, ñïîíóêàëè äî óçàãàëüíåííÿ ¨õ ðå-

çóëüòàòiâ äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨. Öÿ ñèñòåìà âè-

êîðèñòîâó¹òüñÿ ÿê ìîäåëü îïèñó ðiçíîìàíiòíèõ ïðîöåñiâ ó ìà-

òåìàòè÷íié ôiçèöi, õiìi¨ òà áiîëîãi¨. Äî êëàñó ñèñòåì ðiâíÿíü

êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ ìiñòÿòüñÿ ñèñòåìè, ÿêi øèðîêî çàñòîñîâóþ-

òüñÿ â òåîði¨ ïðîöåñiâ òåïëîìàñîïåðåíåñåííÿ, äèôóçi¨, îïèñóþòü

åâîëþöiþ òåìïåðàòóðè òà ãóñòèíè â òåðìîÿäåðíié ïëàçìi. Òàêà

ñèñòåìà îïèñó¹ ðóõ ðiäèíè ó ïîðèñòîìó ñåðåäîâèùi, ïåðåíåñåí-

íÿ åíåðãi¨ â ïëàçìi, ðîçïîäië ðå÷îâèí ó  ðóíòi òà áàãàòî iíøèõ

ôiçè÷íèõ i áiîõiìi÷íèõ ïðîöåñiâ. Òîìó ¨¨ äîñëiäæåííÿ íå âòðà÷à¹

àêòóàëüíîñòi i íà ñüîãîäíiøíié äåíü.

Ó öüîìó ðîçäiëi çíàéäåíî íåëîêàëüíi ïåðåòâîðåííÿ åêâi-

âàëåíòíîñòi ñèñòåìè ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨:

Ut = ∂x[F (U)Ux] +K(U)Ux, (2.2)

äå U =

(
u1

u2

)
, F (U) =

(
f 11

f 21

f 12

f 22

)
, K(U) =

(
k11

k21
k12

k22

)
,

ua = ua (t, x), t � ÷àñîâà çìiííà, x � ïðîñòîðîâà çìiííà, fab =

= fab (U), kab = kab (U) � âiäïîâiäíî êîåôiöi¹íòè äèôóçi¨ òà êîí-

âåêöi¨, a, b = 1, 2. Îòðèìàíi ïåðåòâîðåííÿ âèêîðèñòàíî äëÿ ïîáó-

äîâè íåëîêàëüíèõ àíçàöiâ, ïðîâåäåííÿ ðåäóêöi¨ òà çíàõîäæåííÿ

òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðîçãëÿäóâàíî¨ ñèñòåìè. Ïîêàçàíî, ùî íåëî-

êàëüíèì àíçàöàì âiäïîâiäàþòü îïåðàòîðè ïîòåíöiéíèõ ñèìåòðié

ñèñòåìè (2.2).

Íåõàé ìàòðèöÿ K(U) òàêà, ùî ¨¨ êîìïîíåíòè çàäîâîëüíÿ-

þòü óìîâó

k11u2 = k12u1 , k21u2 = k22u1 . (2.3)

Òîäi iñíóþòü òàêi ôóíêöi¨ g1 òà g2, ùî ñèñòåìà (2.2) íàáóäå âè-
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ãëÿäó

Ut = ∂x[F (U)Ux +G(U)], (2.4)

äå G(U) =

(
g1(U)

g2(U)

)
.

Ðîçãëÿíåìî ñóêóïíiñòü òðüîõ ïåðåòâîðåíü (äèâ. [56], [55]):

t = t, x = x, ua = vax, (2.5)

äå va = va(t, x) � íîâi íåâiäîìi ôóíêöi¨,

t = x0, x = w1, v1 = x1, v2 = w2, (2.6)

äå x0, x1 � íîâi íåçàëåæíi çìiííi, wa = wa (x0, x1) � íîâi çà-

ëåæíi çìiííi,

x0 = x0, x1 = x1, wa1 = za, (2.7)

za = za (x0, x1) � íîâi çàëåæíi çìiííi.

Òåîðåìà 2.1. Ïåðåòâîðåííÿ (2.5)�(2.7) ¹ ïåðåòâîðåííÿìè åêâi-

âàëåíòíîñòi ñèñòåìè (2.4).

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî äî ñèñòåìè (2.4) íåëîêàëüíó çàìiíó âè-

ãëÿäó (2.5). Ïiäñòàâèâøè (2.5) â (2.4) i ïðîiíòåãðóâàâøè îäåð-

æàíó ñèñòåìó çà çìiííîþ x, îòðèìà¹ìî

Vt = F (Vx)Vxx +G(Vx), (2.8)

äå V =

(
v1

v2

)
.

ßêùî äî ñèñòåìè (2.8) çàñòîñóâàòè ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðà-

ôà (2.6), òî öÿ ñèñòåìà çâåäåòüñÿ äî âèãëÿäó

w1
0 =

1

(w1
1)

2

[(
f 11 + w2

1f
12
)
w1

11 − w1
1f

12w2
11

]
− w2

1g
1,

w2
0 =

1

(w1
1)

3

[(
f 11 + w2

1f
12
)
w2

1 −
(
f 12 + w2

1f
22
)
w1

11

]
+

+
1

(w1
1)

2

(
f 22 + w2

1f
12
)
w2

11 − w2
1g

1 + g2,

(2.9)
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äå waµ = ∂wa

∂xµ
, wa11 =

∂2wa

∂x21
, µ = 0, 1 , ïðè÷îìó ó ôîðìóëàõ (2.9)

fab = fab( 1
w1

1
,
w2

1

w1
1
), ga = ga( 1

w1
1
,
w2

1

w1
1
), a, b = 1, 2.

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè ñèñòåìó (2.9) çà çìiííîþ x1 òà ïî-

äiÿâøè ïåðåòâîðåííÿìè (2.7), îäåðæèìî òàêó ñèñòåìó

Z0 = ∂1[Φ(Z)Z1 +Ψ(Z)], (2.10)

äå Z =

(
z1

z2

)
, Zµ = ∂Z

∂xµ
, ∂1 =

∂
∂x1
, Φ(Z) =

(
φ11

φ21

φ12

φ22

)
,

φab = φab(Z), Ψ(Z) =

(
ψ1

ψ2

)
, ψa = ψa(Z), µ = 0, 1. Ôóí-

êöi¨ φab, ψa ïîâ'ÿçàíi ç ôóíêöiÿìè fab, ga òàêèìè ñïiââiäíî-

øåííÿìè:

φ11 = (z1)−2(f 11 + z2f 12), φ12 = −(z1)−1f 12,

φ12 = (z1)−3
[(
f 11 + z2f 12

)
z2 −

(
f 21 + z2f 22

)]
,

φ22 = (z1)−2
(
f 22 + z2f 12

)
, ψ1 = −z1g1, ψ2 = −z2g1 + g2,

(2.11)

äå fab = fab
(

1
z1
, z

2

z1

)
, ga = ga

(
1
z1
, z

2

z1

)
.

Òàêèì ÷èíîì, âñòàíîâèëè, ùî ëàíöþæîê çàìií (2.5)�(2.7)

çâîäèòü ñèñòåìó (2.4) äî ñèñòåìè ðiâíÿíü òîãî ñàìîãî êëàñó âè-

ãëÿäó (2.10). Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ñèñòåìà (2.10) çà äîïî-

ìîãîþ çàìií, îáåðíåíèõ äî ïåðåòâîðåííÿ (2.5)�(2.7), çâîäèòüñÿ

äî ñèñòåìè (2.4).

Òåîðåìó 2.1 äîâåäåíî.

Îñêiëüêè ñèñòåìà (2.4) çàëåæèòü âiä äâîõ íåâiäîìèõ ôóí-

êöié u1 i u2, òî ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà âèãëÿäó (2.6) íå ¹äè-

íî ìîæëèâå äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè. Òàê, ÿêùî â (2.6) çàìiíèòè v1 →
v2, v2→v1, w1→w2, w2→w1, òî çàìiñòü (2.6) îäåðæèìî

t = x0, x = w2, v1 = w1, v2 = x1. (2.12)

Òåîðåìà 2.2. Ïåðåòâîðåííÿ (2.5), (2.12), (2.7) ¹ ïåðåòâîðåí-

íÿìè åêâiâàëåíòíîñòi ñèñòåìè (2.4).
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Äîâåäåííÿ. Ïðîâiâøè ìiðêóâàííÿ, àíàëîãi÷íi äî òèõ,

ùî íàâåäåíî â äîâåäåííi òåîðåìè 2.1, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî

ëàíöþæîê çàìií (2.5),(2.12), (2.7) òàêîæ çâîäèòü ñèñòåìó (2.4)

äî ñèñòåìè ðiâíÿíü òîãî ñàìîãî êëàñó (2.10) i, íàâïàêè, ñèñòå-

ìà (2.10) çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü, îáåðíåíèõ äî (2.7), (2.12),

(2.5), çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè (2.4). Ïðè öüîìó ôóíêöi¨ φab, ψa

ïîâ'ÿçàíi ç ôóíêöiÿìè fab, ga òàêèìè ñïiââiäíîøåííÿìè:

φ11 = (z2)−2(f 11 − z1f 21),

φ12 = (z2)−3[−(z1f 11 + f 12) + z1(z1f 21 + f 22)],

φ21 = −(z2)−1f 21, φ22 = (z2)−2(z1f 21 + f 22),

ψ1 = g1 − z1g2, ψ2 = −z2g2,

(2.13)

äå fab=fab
(
z1

z2
, 1
z2

)
, φab=φab (z1, z2) , ga=ga

(
z1

z2
, 1
z2

)
, ψa=ψa(Z).

Òåîðåìó 2.2 äîâåäåíî.

Ïåðåòâîðåííÿ (2.5)�(2.7) íàçâåìî ïåðåòâîðåííÿìè ïåðøî-

ãî òèïó äëÿ ñèñòåìè (2.4) i ïîçíà÷èìî ¨õ P1, à ïåðåòâîðåííÿ (2.5),

(2.12), (2.7) � ïåðåòâîðåííÿìè äðóãîãî òèïó i ïîçíà÷èìî ¨õ P2.

Çàóâàæåííÿ. Äëÿ âñüîãî êëàñó ðiâíÿíü (2.4) ïåðåòâîðåííÿ P1

òà P2 ¹ åêâiâàëåíòíèìè, àëå äëÿ êîíêðåòíî¨ ñèñòåìè âèãëÿäó

(2.4) öi ïåðåòâîðåííÿ äàþòü ðiçíi ðåçóëüòàòè. Äàëi ïðîiëþ-

ñòðó¹ìî öåé ôàêò íà êîíêðåòíèõ ïðèêëàäàõ.

2.2. Ñèñòåìà ðiâíÿíü âàí äåð Âààëüñà

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü âàí äåð Âààëüñà:

u1t = λ1u
1
xx − u1u1x + µu2u2x,

u2t = λ2u
2
xx − u1u2x − u2u1x,

(2.14)

äå x = (x0, x1), ua = ua (x), λ1 � êîåôiöi¹íò êiíåìàòè÷íî¨ â'ÿçêîñ-

òi, λ2 � êîåôiöi¹íò äèôóçi¨, µ � êîåôiöi¹íò êîíâåêöi¨, a ∈ {1, 2},
ÿêà øèðîêî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ìîëåêóëÿðíî-êiíåòè÷íié òåîði¨
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ãàçiâ i ðiäèí (äèâ., íàïðèêëàä, [150]). Öÿ ñèñòåìà íàëåæèòü äî

êëàñó ñèñòåì ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨. �¨ êîåôiöi¹íòè çàäîâîëü-

íÿþòü óìîâó (2.3) i ¨¨ ìîæíà çâåñòè äî âèãëÿäó (2.4).

ßêùî äî ñèñòåìè (2.14) çàñòîñóâàòè ïåðåòâîðåííÿ P1, òî

îäåðæèìî ñèñòåìó

Z0 = ∂1

[
1

(z1)3

(
λ1z

1

(λ1 − λ2) z
2

0

λ2z
1

)
Z1−

− 1

2 (z1)2

 (
µ (z1)

2 − 1
)
z1(

µ (z2)
2
+ 1
)
z2

], (2.15)

ÿêó íàçâåìî ïåðøèì îáðàçîì ñèñòåìè (2.14) i ïîçíà÷èìî O1.

ßêùî äî ñèñòåìè (2.14) çàñòîñóâàòè ïåðåòâîðåííÿ P2, òî

îäåðæèìî òàêó ñèñòåìó

Z0 = ∂1

[
1

(z2)3

(
λ1z

2

0

(λ2 − λ1) z
1

λ2z
2

)
Z1+

+
1

2 (z2)2

(
(z1)

2
+ µ

2z1z2

)]
,

(2.16)

ÿêó íàçâåìî äðóãèì îáðàçîì ñèñòåìè (2.14) i ïîçíà÷èìî O2.

Ó ïðàöi [196] âñòàíîâëåíî, ùî ñèñòåìà (2.14) iíâàðiàíòíà

âiäíîñíî óçàãàëüíåíî¨ àëãåáðè Ãàëiëåÿ:

AG2(1, 1) =< ∂t, ∂x, G = t∂x + ∂u1 , D = 2t∂t + x∂x − I,

Π = t2∂t + tx∂x − tI + x∂u1 >,

äå ∂t = ∂
∂t
, ∂x =

∂
∂x
, ∂u1 =

∂
∂u1
, ∂u2 =

∂
∂u2
, I = u1∂u1 + u2∂u2 .

ßêùî ïðîâåñòè ïîâíèé àíàëiç ¨¨ ñèìåòðiéíèõ âëàñòèâî-

ñòåé, òî îäåðæèìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.3. Ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ iíâàðiàíòíîñòi ñèñòå-

ìè (2.14) çàëåæíî âiä çíà÷åííÿ ñòàëî¨ µ ¹ òàêi àëãåáðè:

1) AG2(1, 1), ÿêùî µ ̸= 0;

2) < AG2(1, 1), u
2∂u2 >, ÿêùî µ = 0.
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Äîâåäåííÿ. Ñèìåòðiþ ñèñòåìè (2.14) äîñëiäæó¹ìî ìåòî-

äîì Ëi (äèâ., íàïðèêëàä, [181,184]). Iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð

àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi

X = ξµ∂µ + ηa∂ua , (2.17)

äå ξµ = ξµ(t, x, u1, u2), ηa = ηa(t, x, u1, u2) � øóêàíi ôóíêöi¨,

µ = 0, 1; a = 1, 2.

Ç óìîâè iíâàðiàíòíîñòi ñèñòåìè (2.14) âiäíîñíî îïåðàòîðà

(2.17), îäåðæèìî ñèñòåìó âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ êîîðäèíàò

ξµ òà ηa îïåðàòîðà (2.17):

ξ0x = ξ0ua = ξ1ua = ηaubuc = 0, ξ0t = 2ξ1x, (λ1 − λ2)η
1
u2 = 0,

(λ1 − λ2)η
2
u1 = 0, η1 = −ξ1xu1 + ξ1t + λ1η

1
xu1 + λ2η

2
xu2 ,

η2 = (η2u2 − η1u1 − ξ1x)u
2 + 2λ2η

2
xu1 ,

(η1u2 + µη2u1)u
2 = λ2η

2
xu2 − λ1η

1
xu1
,

µη2 + µ(η2u2 − η1u1 − ξ1x)u
2 + 2λ1η

1
xu2

= 0,

η1t = λ1η
1
xx − u1η1x + µu2η2x, η

2
t = λ2η

2
xx − u2η1x − u1η2x.

(2.18)

Ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (2.18) ¹ ôóíêöi¨

ÿêùî µ ̸= 0 ÿêùî µ = 0

ξ0 = c1t
2 + 2xt+ d0, ξ0 = c1t

2 + 2xt+ d0,

ξ1 = (c1t+ x)x+ gt+ d1, ξ1 = (c1t+ x)x+ gt+ d1,

η1 = −(c1t+ x)u1 + c1x+ g, η1 = −(c1t+ x)u1 + c1x+ g,

η2 = −(c1t+ x)u2. η2 = −(c1t+ x+ c2)u
2.

Äëÿ êîæíîãî ç âèïàäêiâ ñòàíäàðòíèì ÷èíîì îäåðæó¹ìî

âiäïîâiäíó àëãåáðó iíâàðiàíòíîñòi.

Òåîðåìó 2.3 äîâåäåíî.

Äîñëiäèìî ëi¨âñüêó ñèìåòðiþ îáðàçiâ (2.15) òà (2.16).

Ñïðàâåäëèâå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.4. Ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ iíâàðiàíòíîñòi ñèñòå-

ìè (2.15) ¹ àëãåáðà
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1) Abas =< ∂0, ∂1, D = 2x0∂0 + z1∂z1 >, ÿêùî µ ̸= 0,

λ1 ̸= λ2;

2) A =< Abas, z2∂z2 >, ÿêùî µ = 0, λ1 ̸= λ2;

3) A =< Abas, z2∂z2 , e
x1
2 ∂z2 >, ÿêùî µ = 0, λ1 = λ2 = 1,

äå ∂0 =
∂
∂x0
, ∂1 =

∂
∂x1
, ∂z1 =

∂
∂z1
, ∂z2 =

∂
∂z2

.

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñóâàâøè äî ñèñòåìè (2.15) ìåòîä Ëi, îòðè-

ìà¹ìî ñèñòåìó âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ êîîðäèíàò ξµ òà ηµ

iíôiíiòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà (2.17), ÿêà ìà¹ âèãëÿä

ξ01 = ξ10 = ξ0za = ξ1za = ηazbzc ,

α12 = β1 = µη2 = µη20 = α11
0 = α22

1 = 0,

2α11 = ξ11 − ξ00 , (λ2 − λ1)β
2 = 0,

β2 = 2λ2β
2
1 , 2λ2α

21
11 = α21

1 ,

(2.19)

äå ηa = αabzb + βa.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.19) çàëåæèòü âiä çíà÷åíü

ñòàëèõ µ, λ1, λ2. Ìîæëèâi òàêi íååêâiâàëåíòíi âèïàäêè:

ÿêùî µ ̸= 0 ÿêùî µ = 0

λ1 ̸= λ2 λ1 ̸= λ2 λ1 = λ2 = 1

ξ0 = 2κx0 + d0, ξ0 = 2κx0 + d0 ξ0 = 2κx0 + d0,

ξ1 = d1, ξ1 = d1 ξ1 = d1

η1 = κz1, η1 = κz1 η1 = κz1,

η2 = 0. η2 = c1z
2 η2 = c1z

2 + c2e
x1
2

Äëÿ êîæíîãî ç âèïàäêiâ îòðèìó¹ìî âiäïîâiäíó àëãåáðó

iíâàðiàíòíîñòi.

Òåîðåìó 2.4 äîâåäåíî.

Òåîðåìà 2.5. Ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ iíâàðiàíòíîñòi ñèñòå-

ìè (2.16) ¹ àëãåáðà

1) Abas =< ∂0, ∂1, D1 = 2x0∂0 + z2∂z2 , Q = z2∂z1 >,

ÿêùî µ ̸= 0, λ1 ̸= λ2;

2) A =< Abas, D2 = x1∂1 − I >, ÿêùî µ = 0, λ1 ̸= λ2;
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3) A =< Abas, D2 = x1∂1−I, K = x21∂1−2x1I+2∂z1 >,

ÿêùî µ = 0, λ1 = λ2 = 1;

4) A =<Abas, Q1 = ex1(∂1+∂z1−I), Q2 = e−x1(∂1+∂z1+I)>,

ÿêùî µ = −1, λ1 = λ2 = 1;

5) A =< Abas, Q1 = cosx1(∂1 − ∂z1) + sin x1I, Q2 =

= sinx1(∂1 − ∂z1)− cosx1I >, ÿêùî µ = 1, λ1 = λ2 = 1,

äå ∂0 =
∂
∂x0
, ∂1 =

∂
∂x1
, ∂z1 =

∂
∂z1
, ∂z2 =

∂
∂z2
, I = z1∂z1 + z2∂z2.

Äîâåäåííÿ. Ðåçóëüòàòîì çàñòîñóâàííÿ äî ñèñòåìè (2.16) àëãî-

ðèòìó Ëi ¹ òàêà ñèñòåìà âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü:

ξ10 = α21 = α11
0 = α12

0 = α22
0 = α12

1 = β2 = β1
0 = 0,

α11 = −ξ11 , α22 =
1

2
ξ00 − ξ11 , (λ2 − λ1)β

1 = 0,

β1 = λ2ξ
1
11; (λ2 − 3λ1)λ2ξ

1
111 − 2µξ11 = 0.

(2.20)

Ðîçâ'ÿçàâøè ñèñòåìó (2.20) çàëåæíî âiä çíà÷åíü ñòàëèõ

µ, λ1, λ2, îòðèìà¹ìî:

äëÿ âèïàäêó λ1 ̸= λ2 :

ÿêùî µ = 0

ξ0 = 2c1x0 + d0,

η1 = c4z
2,

ξ1 = d1,

η2 = c1z
2;

ÿêùî µ ̸= 0

ξ0 = 2c1x0 + d0,

ξ1 = c3x1 + d1,

η1 = −c3z1 + c4z
2,

η2 = (c1 − c3)z
2;

äëÿ âèïàäêó λ1 = λ2 = 1 :
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ÿêùî µ = 0

ξ0 = 2c1x0 + d0,

ξ1 = c2x
2
1 + c3x1 + d1,

η1 = −(2c2x1 + c3)z
1 + c4z

2 + 2c2,

η2 = [c1 − (2c2x1 + c3)]z
2;

ÿêùî µ = −1

ξ0 = 2c1x0 + d0,

ξ1 = c2e
x1 + c3e

−x1 + d1,

η1 = −(c2e
x1 − c3e

−x1)z1 + c4z
2 − c2e

x1 − c3e
−x1 ,

η2 = [c1 − (c2e
x1 − c3e

−x1)]z2;

ÿêùî µ = 1

ξ0 = 2c1x0 + d0,

ξ1 = c2 cosx1 + c3 sinx1 + d1,

η1 = (c2 sinx1 − c3 cosx1)z
1 + c4z

2 − c2 cosx1 − c3 sinx1,

η2 = (c1 + c2 sinx1 − c3 cosx1)z
2.

Äëÿ êîæíîãî ç âèïàäêiâ ñòàíäàðòíèì ñïîñîáîì îäåðæó¹-

ìî âiäïîâiäíó àëãåáðó iíâàðiàíòíîñòi.

Òåîðåìó 2.5 äîâåäåíî.

2.2.1. Ëi¨âñüêi àíçàöè ñèñòåìè ðiâíÿíü

âàí äåð Âààëüñà

Iç òåîðåìè 2.3 âèïëèâà¹, ùî ó âèïàäêó µ ̸= 0ÌÀI ñèñòåìè

(2.14) ¹ óçàãàëüíåíîþ àëãåáðîþ Ãàëiëåÿ:

Abas =< ∂t, ∂x, G = t∂x + ∂u1 , D = 2t∂t + x∂x − I,

Π = t2∂t + tx∂x − tI + x∂u1 > .
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Êîîðäèíàòè iíôiíiòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà öi¹¨ àëãåáðè

çàäàþòü ôîðìóëàìè

ξ0 = c5t
2 + 2c4t+ c1,

ξ1 = (c5t+ c4)x+ c3t+ c2,

η1 = −(c5t+ c4)u
1 + c5x+ c3,

η2 = −(c5t+ c4)u
2,

(2.21)

äå c1, c2, c3, c4, c5 � ãðóïîâi ïàðàìåòðè.

Äëÿ òîãî ùîá çíàéòè iíâàðiàíòè iíôiíiòåçiìàëüíîãî îïå-

ðàòîðà àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi ñèñòåìè ðiâíÿíü (2.14), íåîáõiäíî

ðîçâ'ÿçàòè òàêó ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü:

dt

c5t2 + 2c4t+ c1
=

dx

(c5t+ c4)x+ c3t+ c2
=

=
du1

−(c5t+ c4)u1 + c5x+ c3
=

du2

−(c5t+ c4)u2
= dτ,

àáî
ṫ = c5t

2 + 2c4t+ c1,

ẋ = (c5t+ c4)x+ c3t+ c2,

u̇1 = −(c5t+ c4)u
1 + c5x+ c3,

u̇2 = −(c5t+ c4)u
2,

(2.22)

äå êðàïêà îçíà÷à¹ äèôåðåíöiþâàííÿ çà çìiííîþ τ .

Ïåðåä òèì, ÿê ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü (2.22), çâåäåìî

¨¨ äî ïðîñòiøîãî âèãëÿäó çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü, ÿêi ïîðî-

äæóþòüñÿ àëãåáðîþ AG2(1, 1):

t′ = e2θ4
t

1− θ5t
+ θ1,

x′ = eθ4
x

1− θ5t
+ θ3e

2θ4
t

1− θ5t
+ θ2,

u1
′
= e−θ4 [(1− θ5t)u

1 + θ5x],

u2
′
= e−θ4(1− θ5t)u

2,

(2.23)

äå θi � äîâiëüíi ñòàëi.



2.2. Ñèñòåìà ðiâíÿíü âàí äåð Âààëüñà 93

Ëåìà 1. Ïåðåòâîðåííÿ (2.23) ¹ ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíî-

ñòi ñèñòåìè ðiâíÿíü (2.22).

Äîâåäåííÿ. Ïiäñòàâèâøè ïåðåòâîðåííÿ (2.23) ó ñèñòåìó (2.22),

çàïèñàíó â ñèñòåìi êîîðäèíàò (t′, x′, u1
′
, u2

′
), îäåðæèìî

ṫ = C5t
2 + 2C4t+ C1,

ẋ = (C5t+ C4)x+ C3t+ C2,

u̇1 = −(C5t+ C4)u
1 + C5x+ C3,

u̇2 = −(C5t+ C4)u
2.

(2.24)

äå C1, ..., C5 âèðàæàþòü ÷åðåç c1, ..., c5 òà θ1, ..., θ5 òàêèìè ñïiââiä-

íîøåííÿìè:

C1 = (c5θ
2
1 + 2c4θ1 + c1)e

−2θ4 ,

C2 = −θ3C1 + (c5θ1θ2 + c4θ2 + c3θ1 + c2)e
−θ4 ,

C3 = θ3θ4C1 + (c5θ2 + c3)e
θ4 − θ3(c5θ1 + c4)−

−θ5(c5θ1θ2 + c4θ2 + c3θ1 + c2)e
−θ4 ,

C4 = −θ5C1 + c5θ1 + c4,

C5 = θ25C1 − 2θ5(c5θ1 + c4) + c5e
2θ4 .

Öåé ôàêò i äîâîäèòü òâåðäæåííÿ ëåìè 1.

Ëåìó äîâåäåíî.

Ïðîàíàëiçó¹ìî, ÷è ìîæíà âèáðàòè ïàðàìåòðè θi òàê, ùîá

çàíóëèòè äåÿêi ñòàëi Ci. Åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ñòàëi

C1 òà C5 çâîäÿòü äî âèãëÿäó

C1 = c5e
−2θ4 [(θ1 +

c4
c5
)2 +

1

c25
(c1c5 − c24)],

C5 = c5e
−2θ4 [(e2θ4 + θ5(θ1 +

c4
c5
))2 +

θ5
c5
(c1c5 − c24)].

Ó âèïàäêó, êîëè c1c5 − c24 > 0, íåìîæëèâî âèáðàòè ïàðà-

ìåòðè θi òàê, ùîá çàíóëèòè ñòàëi C1 òà C5. Ëåãêî ïåðåêîíàòè-

ñÿ, ùî â öüîìó âèïàäêó ïàðàìåòðè θi ìîæíà âèáðàòè òàê, ùîá

C2 = C3 = C4 = 0, C1 = C5 = 1.
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Ó âèïàäêó, êîëè c1c5−c24 ≤ 0 ïàðàìåòðè θi, ìîæíà âèáðàòè

òàê, ùîá C5 = 0. Ðîçãëÿíåìî öi âèïàäêè îêðåìî.

Ó ïåðøîìó âèïàäêó ñèñòåìó (2.22) çàïèøåìî òàê:

ṫ = t2 + 1,

ẋ = tx,

u̇1 = tu1,

u̇2 = tu2.

Ðîçâ'ÿçàâøè öþ ñèñòåìó, îäåðæèìî âèãëÿä iíâàðiàíòíîãî

àíçàöó

u1 = (t2 + 1)−
1
2 (ψ1(ω) + tω),

u2 = (t2 + 1)−
1
2ψ2(ω),

ω = (t2 + 1)−
1
2x.

(2.25)

Ó äðóãîìó âèïàäêó äëÿ ïîáóäîâè iíâàðiàíòíèõ àíçàöiâ ñè-

ñòåìè (2.14) íåîáõiäíî ïðîiíòåãðóâàòè ñèñòåìó çâè÷àéíèõ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

ṫ = 2C4t+ C1,

ẋ = C4x+ C3t+ C2,

u̇1 = −C4u
1 + C3,

u̇2 = −C4u
2.

(2.26)

Ùîá ïîëåãøèòè iíòåãðóâàííÿ ñèñòåìè, çâåäåìî ¨¨ äî ïðî-

ñòiøîãî âèãëÿäó. Öå ìîæíà çðîáèòè, ÿêùî ïîäiÿòè íà íå¨ ïåðå-

òâîðåííÿìè, ÿêi ïîðîäæóþòüñÿ ðîçøèðåíîþ àëãåáðîþ Ãàëiëåÿ

AG1(1, 1):

t′ = e2θ4t+ θ1,

x′ = eθ4x+ θ3e
2θ4t+ θ2,

u1
′
= e−θ4u1 + θ3,

u2
′
= e−θ4u2.

(2.27)



2.2. Ñèñòåìà ðiâíÿíü âàí äåð Âààëüñà 95

Çàñòîñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ (2.27) äî ñèñòåìè (2.26), çâå-

äåìî ¨¨ äî âèãëÿäó

ṫ = 2C4t+ C1,

ẋ = C4x+ C3t+ C2,

u̇1 = −C4u
1 + C3,

u̇2 = −C4u
2,

(2.28)

äå

C1 = (2c4θ1 + c1)e
−2θ4 ,

C2 = (c4θ2 + c3θ1 − 2c4θ1θ3 − c1θ3 + c2)e
−2θ4 ,

C3 = (−c4θ3 + c3)e
θ4 ,

C4 = c4.

(2.29)

Ïðîàíàëiçóâàâøè ìîæëèâiñòü âèáîðó ïàðàìåòðiâ θi òàêi,

ùîá çàíóëèòè äåÿêi çi ñòàëèõ (2.29), îòðèìó¹ìî íååêâiâàëåíòíi

âèïàäêè:

à) C4 = 1, C1 = C2 = C3 = 0;

á) C4 = C2 = 0, C3 = 1, C1 − ∀;

â) C4 = C3 = 0, C1, C2 − ∀.

Ðîçâ'ÿçàâøè ñèñòåìó (2.26) äëÿ êîæíîãî ç öèõ âèïàäêiâ,

çíàõîäèìî âiäïîâiäíi àíçàöè:

u1 = t−
1
2ψ1(ω), u2 = t−

1
2ψ2(ω), ω = t−

1
2x. (2.30)

u1 = ψ1(ω)− 2kt, u2 = ψ2(ω), ω = x+ kt2; (2.31)

u1 = ψ1(ω), u2 = ψ2(ω), ω = kt+mx, (2.32)

äå k i m � äîâiëüíi ñòàëi.

Ïîáóäó¹ìî ëi¨âñüêi àíçàöè ñèñòåìè ðiâíÿíü âàí äåð Âà-

àëüñà äëÿ iíøèõ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ λ1, λ2, µ. Îäåðæó¹ìî òàêi
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iíâàðiàíòíi àíçàöè äëÿ âèïàäêó µ = 0:

u1 =
(
t2 + 1

)− 1
2
(
ψ1(ω) + tω

)
,

u2 =
(
t2 + 1

)− 1
2 en arctan tψ2(ω),

ω =
(
t2 + 1

)− 1
2 x,

(2.33)

u1 = t−
1
2ψ1(ω), u2 = tnψ2(ω), ω = t−

1
2x, (2.34)

u1 = ψ1(ω)− 2kt, u2 = entψ2(ω), ω = x+ kt2, (2.35)

u1 = ψ1(ω), u2 = entψ2(ω), ω = kt+mx. (2.36)

2.2.2. Ëi¨âñüêi àíçàöè ïåðøîãî îáðàçó ñèñòåìè

ðiâíÿíü âàí äåð Âààëüñà

Âèêîðèñòà¹ìî ëi¨âñüêó ñèìåòðiþ ñèñòåìè (2.15) äëÿ ïîáó-

äîâè ¨¨ iíâàðiàíòíèõ àíçàöiâ. Ñèñòåìà äëÿ çíàõîäæåííÿ iíâàði-

àíòíèõ çìiííèõ ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

äëÿ âèïàäêó µ ̸= 0, λ1 ̸= λ2

dx0
2c3x0 + c1

=
dx1
c2

=
dz1

c1z1
=
dz2

0
= dτ, (2.37)

äëÿ âèïàäêó µ = 0, λ1 ̸= λ2

dx0
2c3x0 + c1

=
dx1
c2

=
dz1

c3z1
=

dz2

c4z2
= dτ, (2.38)

äëÿ âèïàäêó µ = 0, λ1 = λ2 = 1

dx0
2c3x0 + c1

=
dx1
c2

=
dz1

c3z1
=

dz2

c4z2 + c5e
x1
2

. (2.39)

Ðîçâ'ÿçàâøè ñèñòåìè (2.37)�(2.39) äëÿ êîæíîãî ç óêàçà-

íèõ âèùå âèïàäêiâ, çíàõîäèìî âiäïîâiäíi àíçàöè:

äëÿ âèïàäêó µ ̸= 0, λ1 ̸= λ2

z1 = ψ1(ω), z2 = ψ2(ω), ω = x1 +mx0, (2.40)
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z1 =
√
x0ψ

1(ω), z2 = ψ2(ω), ω = x1 +m lnx0, (2.41)

äëÿ âèïàäêó µ = 0, λ1 ̸= λ2

z1 = ψ1(ω), z2 = ex0ψ2(ω), ω = x1 +mx0, (2.42)

z1 =
√
x0ψ

1(ω), z2 = x0ψ
2(ω), ω = x1 +m lnx0, (2.43)

äëÿ âèïàäêó µ = 0, λ1 = λ2 = 1

z1 = ψ1(ω), z2 = ex0ψ2(ω), ω = x1 +mx0, (2.44)

z1 =
√
x0ψ

1(ω), z2 = x0ψ
2(ω), ω = x1 +m lnx0, (2.45)

z1 = ψ1(ω), z2 = esx0ψ2(ω) + e
x1
2 ,

ω = x1 +mx0, m ̸= −2s,
(2.46)

z1 = ψ1(ω), z2 = (ψ2(ω) + x0)e
x1
2 , ω = x1 +mx0, (2.47)

z1 =
√
x0ψ

1(ω), z2 = xs0ψ
2(ω) + e

x1
2 ,

ω = x1 +m lnx0, m ̸= −2s,
(2.48)

z1 =
√
x0ψ

1(ω), z2 = (ψ2(ω) + ln x0)e
x1
2 ,

ω = x1 +m lnx0.
(2.49)

2.2.3. Ëi¨âñüêi àíçàöè äðóãîãî îáðàçó ñèñòåìè

ðiâíÿíü âàí äåð Âààëüñà

Âèêîðèñòà¹ìî ëi¨âñüêó ñèìåòðiþ ñèñòåìè (2.16) äëÿ ïîáó-

äîâè ¨¨ iíâàðiàíòíèõ àíçàöiâ. Ñèñòåìà äëÿ çíàõîäæåííÿ iíâàði-

àíòíèõ çìiííèõ ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

äëÿ âèïàäêó µ ̸= 0, λ1 ̸= λ2

dx0
2c3x0 + c1

=
dx1
c2

=
dz1

c4z1
=

dz2

c3z2
= dτ ; (2.50)

äëÿ âèïàäêó µ = 0, λ1 ̸= λ2

dx0
2c3x0 + c1

=
dx1

c5x1 + c2
=

dz1

c4z2 − c5z1
=

dz2

(c3 − c5)z2
= dτ ; (2.51)
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äëÿ âèïàäêó µ = 0, λ1 = λ2 = 1

dx0
2c3x0 + c1

=
dx1

c6x21 + c5x1 + c2
=

=
dz1

−2c6x1(z1 + 1)− c5z1 + c4z2
=

=
dz2

−(2c6x1 + c5 − c3)z2
= dτ ;

(2.52)

äëÿ âèïàäêó µ = −1, λ1 = λ2 = 1

dx0
2c3x0 + c1

=
dx1

c6e−x1 + c5ex1 + c2
=

=
dz1

c6e−x1(z1 + 1)− c5ex1(z1 − 1) + c4z2
=

=
dz2

(c6e−x1 − c5ex1 + c3)z2
= dτ ;

(2.53)

äëÿ âèïàäêó µ = 1, λ1 = λ2 = 1

dx0
2c3x0 + c1

=
dx1

c6 sinx1 + c5 cosx1 + c2
=

=
dz1

−c6(cosx1z1 + sinx1) + c5(sinx1z1 − cosx1) + c4z2
=

=
dz2

−(c6 cosx1 − c5 sinx1 − c3)z2
= dτ,

(2.54)

äå c1, ..., c6 � ãðóïîâi ïàðàìåòðè.

Ðîçâ'ÿçàâøè ñèñòåìè (2.50)�(2.54) çàëåæíî âiä çíà÷åíü ci,

çíàéäåìî âiäïîâiäíi íååêâiâàëåíòíi àíçàöè äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü

(2.16).

Ïðè µ ̸= 0, λ1 ̸= λ2

z1 = ψ1(ω) + kx0ψ
2(ω), z2 = ψ2(ω), ω = x1 +mx0, (2.55)

z1 = ψ1(ω), z2 =
√
x0ψ

2(ω), ω = x1 +m lnx0. (2.56)

Ïðè µ = 0, λ1 ̸= λ2

z1 = ψ1(ω), z2 = x
1
2
0 ψ

2(ω), ω = x1 + k lnx0, (2.57)
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z1 = xk0ψ
1(ω), z2 = x

k− 1
2

0 ψ2(ω), ω = x1x
k
0, (2.58)

z1 = ψ1(ω) +mψ2(ω), z2 = ψ2(ω), ω = x1 + kx0, (2.59)

z1 = [ψ1(ω) +mx0ψ
2(ω)]ekx0 , z2 = ekx0ψ2(ω),

ω = ekx0x1.
(2.60)

Ïðè µ = 0, λ1 = λ2 = 1

z1 =
ψ1(ω) + 2x1
x21 + 1

, z2 =
√
x0
ψ2(ω)

x21 + 1
, ω = lnx0 +m arctanx1,

(2.61)

z1 =
ψ1(ω) + 2x1
x21 + 1

, z2 =
ψ2(ω)

x21 + 1
, ω = x0 +m arctanx1. (2.62)

Ïðè µ = −1, λ1 = λ2 = 1

z1 =
ψ1(ω) + σ′

σ
, z2 =

ψ2(ω)

σ
, ω = x0 + k arctanmex1 , (2.63)

z1 =
ψ1(ω) + σ′

σ
, z2 =

ψ2(ω)

σ
, ω = x0 − k arctannex1 , (2.64)

z1 = ex1ψ1(ω)− 1, z2 = ex1ψ2(ω), ω = x0 + lex1 , (2.65)

z1 =
ψ1(ω) + σ′

σ
, z2 =

√
x0
ψ2(ω)

σ
,

ω = lnx0 + k arctanmex1 ,

(2.66)

z1 =
ψ1(ω) + σ′

σ
, z2 =

√
x0
ψ2(ω)

σ
,

ω = lnx0 − k arctannex1 ,

(2.67)

z1 = ex1ψ1(ω)− 1, z2 =
√
x0e

x1ψ2(ω), ω = lnx0 + lex1 , (2.68)

äå σ = c1e
x1 + c2e

−x1 .

Ïðè µ = 1, λ1 = λ2 = 1

z1 =
ψ1(ω) + cos x1

sinx1
, z2 =

ψ2(ω)

sinx1
, ω = x0 + ln cot

x1
2
, (2.69)

z1 =
ψ1(ω) + cos x1

sinx1
, z2 =

√
x0
ψ2(ω)

sinx1
, ω = lnx0 + ln cot

x1
2
, (2.70)

äå k, l, m � äîâiëüíi ñòàëi.
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2.3. Íåëîêàëüíi àíçàöè òà ðåäóêöiÿ

ñèñòåìè ðiâíÿíü âàí äåð Âààëüñà

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó (2.15).

Äëÿ âiäøóêàííÿ íåëîêàëüíèõ àíçàöiâ ñèñòåìè (2.14) ïî-

äi¹ìî íåëîêàëüíèìè ïåðåòâîðåííÿìè, îáåðíåíèìè äî P1 àáî P2,

íà çíàéäåíi ëi¨âñüêi àíçàöè ñèñòåì (2.15) òà (2.16).

2.3.1. Íåëîêàëüíi àíçàöè ñèñòåìè ðiâíÿíü âàí

äåð Âààëüñà, îäåðæàíi ç ïåðøîãî îáðàçó

1) Âèïàäîê µ ̸= 0, λ1 ̸= λ2.

Àíçàö (2.40) íàáóâà¹ âèãëÿäó

z1 = ψ1(ω), z2 = ψ2(ω), ω = x1 +mx0.

Ïîäiÿâøè íà (2.40) ïåðåòâîðåííÿì (2.5), îòðèìà¹ìî

v1 = Ψ1(ω), v2 = Ψ2(ω), ω = x1 +mx0,

äå Ψ1,Ψ2 � ïåðâiñíi äëÿ ôóíêöié ψ1, ψ2. Ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ

ãîäîãðàôà (2.6) öåé àíçàö íàáóäå âèãëÿäó

x = Ψ1(ω), w2 = Ψ2(ω), ω = w1 +mt.

Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè iíâàðiàíòíi çìiííi Ψ1 i ω, îäåðæèìî

òàêèé àíçàö:

w1 = Ψ1(ω)−mt, w2 = Ψ2(ω), ω = x. (2.71)

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè àíçàö (2.71) çà çìiííîþ x òà çàñòî-

ñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ (2.7), îòðèìà¹ìî

u1 = φ1(ω), u2 = φ2(ω), ω = x. (2.72)

Îòæå, ìà¹ìî, ùî àíçàö (2.40) ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåíü (2.5)�

(2.7) ïåðåõîäèòü ó ëi¨âñüêèé àíçàö (2.32) ïðè k = 0, m = 1.
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Ðîçãëÿíåìî àíçàö (2.41):

z1 =
√
x0ψ

1(ω), z2 = ψ2(ω), ω = x1 +m lnx0.

Ïîäiÿâøè íà (2.41) ïåðåòâîðåííÿì (2.5), îòðèìà¹ìî

v1 =
√
x0Ψ

1(ω), v2 = Ψ2(ω), ω = x1 +m lnx0,

äå Ψ1,Ψ2 � ïåðâiñíi äëÿ ôóíêöié ψ1, ψ2. Ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ

ãîäîãðàôà (2.6) öåé àíçàö íàáóäå âèãëÿäó

x =
√
tΨ1(ω), w2 = Ψ2(ω), ω = w1 +m ln t.

Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè iíâàðiàíòíi çìiííi Ψ1 i ω, îäåðæèìî

àíçàö

w1 = Ψ1(ω)−m ln t, w2 = Ψ2(ω), ω = t−
1
2x. (2.73)

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè àíçàö (2.73) çà çìiííîþ x òà çàñòî-

ñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ (2.7), îòðèìà¹ìî

u1 = t−
1
2ψ1(ω), u2 = t−

1
2ψ2(ω), ω = t−

1
2x. (2.74)

ßê íàñëiäîê, ìà¹ìî, ùî àíçàö (2.41) ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåíü

(2.5)�(2.7) ïåðåõîäèòü ó ëi¨âñüêèé àíçàö (2.30).

2) Âèïàäîê µ = 0, λ1 ̸= λ2.

Ðîçãëÿíåìî àíçàö (2.42):

z1 = ψ1(ω), z2 = ex0ψ2(ω), ω = x1 +mx0.

Ïîäiÿâøè íà (2.42) ïåðåòâîðåííÿì (2.5), îòðèìà¹ìî

v1 = Ψ1(ω), v2 = ex0Ψ2(ω), ω = x1 +mx0,

äå Ψ1,Ψ2 � ïåðâiñíi äëÿ ôóíêöié ψ1, ψ2. Ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ

ãîäîãðàôà (2.6) öåé àíçàö íàáóäå âèãëÿäó

x = Ψ1(ω), w2 = etΨ2(ω), ω = w1 +mt.
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Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè iíâàðiàíòíi çìiííi Ψ1 i ω, îäåðæèìî

àíçàö

w1 = Ψ1(ω)−mt, w2 = etΨ2(ω), ω = x. (2.75)

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè àíçàö (2.75) çà çìiííîþ x òà çàñòî-

ñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ (2.7), îòðèìà¹ìî

u1 = φ1(ω), u2 = etφ2(ω), ω = x. (2.76)

Îòæå, ìà¹ìî, ùî àíçàö (2.42) ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåíü (2.5)�

(2.7) ïåðåõîäèòü ó ëi¨âñüêèé àíçàö (2.35) ïðè k = 0, n = 1.

Ðîçãëÿíåìî àíçàö (2.43):

z1 =
√
x0ψ

1(ω), z2 = x0ψ
2(ω), ω = x1 +m lnx0.

Ïîäiÿâøè íà (2.43) ïåðåòâîðåííÿì (2.5), îòðèìà¹ìî

v1 =
√
x0Ψ

1(ω), v2 = x0Ψ
2(ω), ω = x1 +m lnx0,

äå Ψ1,Ψ2 � ïåðâiñíi äëÿ ôóíêöié ψ1, ψ2. Ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ

ãîäîãðàôà (2.6) öåé àíçàö íàáóäå âèãëÿäó

x =
√
tΨ1(ω), w2 = tΨ2(ω), ω = w1 +m ln t.

Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè iíâàðiàíòíi çìiííi Ψ1 i ω, îäåðæèìî

òàêèé àíçàö

w1 = Ψ1(ω)−m ln t, w2 = tΨ2(ω), ω = t−
1
2x. (2.77)

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè àíçàö (2.77) çà çìiííîþ x òà çàñòî-

ñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ (2.7), îäåðæèìî

u1 = t−
1
2ψ1(ω), u2 = tφ2(ω), ω = t−

1
2x. (2.78)

ßê íàñëiäîê, ìà¹ìî, ùî àíçàö (2.43) ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåíü

(2.5)�(2.7) ïåðåõîäèòü ó ëi¨âñüêèé àíçàö (2.34) ïðè n = 1.
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3) Âèïàäîê µ = 0, λ1 = λ2 = 1.

Àíçàöè (2.44) òà (2.45) çáiãàþòüñÿ ç àíçàöàìè (2.42) òà

(2.43). �õ ðîçãëÿíóòî ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó. Òîäi îòðèìà¹ìî,

ùî àíçàö (2.44) ïåðåõîäèòü ó àíçàö (2.35) ïðè p = 0, n = 1, k =

0, m = 1, à àíçàö (2.45) � ó àíçàö (2.34) ïðè p = 0, n = 1.

Ðîçãëÿíåìî àíçàö (2.46):

z1 = ψ1(ω), z2 = esx0ψ2(ω) + e
x1
2 , ω = x1 +mx0, m ̸= −2s.

Ïîäiÿâøè íà (2.46) ïåðåòâîðåííÿì (2.5), îòðèìà¹ìî

v1 = Ψ1(ω), v2 = esx0Ψ2(ω) + 2e
x1
2 , ω = x1 +mx0,

äå Ψ1,Ψ2 � ïåðâiñíi äëÿ ôóíêöié ψ1, ψ2. Ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ

ãîäîãðàôà (2.6) àíçàö íàáóäå âèãëÿäó

x = Ψ1(ω), w2 = estΨ2(ω) + 2e
w1

2 , ω = w1 +mt.

Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè iíâàðiàíòíi çìiííi Ψ1 i ω òà ââiâøè

çàìiíó:

Ψ1 = 2 ln 2φ1, Ψ2 = Φ2,

îäåðæèìî òàêèé àíçàö:

w1 = 2 lnφ1(ω)−mt, w2 = estΦ2(ω) + eptφ1(ω),

ω = x, p = −m
2
, p ̸= s.

(2.79)

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè àíçàö (2.79) çà çìiííîþ x òà çàñòî-

ñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ (2.7), ìà¹ìî íåëîêàëüíèé àíçàö äëÿ ñè-

ñòåìè (2.14):

u1 = 2
φ̇1(ω)

φ1(ω)
, u2 = estφ2(ω) + eptφ̇1(ω),

ω = x, p = −m
2
, p ̸= s,

(2.80)

äå φ2(ω) = Φ̇2(ω).
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Ðîçãëÿíåìî àíçàö (2.47):

z1 = ψ1(ω), z2 = e
x1
2 (ψ2(ω) + x0), ω = x1 +mx0. (2.81)

Ïîäiÿâøè íà (2.81) ïåðåòâîðåííÿì (2.5) ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ çà

çìiííîþ x1, îòðèìà¹ìî

v1 = Ψ1(ω), v2 = (Ψ2(ω) + 2x0)e
x1
2 , ω = x1 +mx0,

äå Ψ1, � ïåðâiñíà äëÿ ψ1,

Ψ2(ω) = e−
ω
2

∫
e

ω
2 ψ2(ω)dω.

Ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà (2.6) öåé àíçàö íàáóäå âèãëÿäó

x = Ψ1(ω), w2 = (Ψ2(ω) + 2t)e
w1

2 , ω = w1 +mt.

Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè iíâàðiàíòíi çìiííi Ψ1 i ω òà ââiâøè

çàìiíó

Ψ1 = 2 lnφ1, Ψ2 = 2
Φ2

φ1
,

îäåðæèìî òàêèé àíçàö:

w1 = 2 lnφ1(ω), w2 = 2(Φ2(ω) + tφ1(ω))e−
m
2
t, ω = x. (2.82)

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè àíçàö (2.82) çà çìiííîþ x òà çàñòî-

ñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ (2.7), îäåðæèìî íåëîêàëüíèé àíçàö äëÿ

ñèñòåìè (2.14):

u1 = 2
φ̇1(ω)

φ1(ω)
, u2 = 2(φ2(ω) + tφ̇1(ω))ept,

ω = x, p = −m
2
.

(2.83)

Çàóâàæåííÿ. Âèêîðèñòàâøè ïåðåòâîðåííÿ iíâàðiàíò-

íîñòi ñèñòåìè (2.14) âèãëÿäó

t′ = t, x′ = x, u1′ = u1, u2′ = θu2
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ìîæíà ïiäiáðàòè ïàðàìåòð θ òàê, ùîá àíçàö (2.83) ìàâ âèãëÿä

u2 = 2
φ̇1(ω)

φ1(ω)
, u2 = ept(φ2(ω) + tφ̇1(ω)), ω = x. (2.84)

Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî àíçàöè (2.48), (2.49) ïåðå-

éäóòü âiäïîâiäíî ó òàêi íåëîêàëüíi àíçàöè ñèñòåìè (2.14):

u1 =
2√
t

φ̇1(ω)

φ1(ω)
, u2 = tsφ2(ω) + tpφ̇1(ω), ω =

x√
t
, p ̸= s, (2.85)

u1 =
2√
t

φ̇1(ω)

φ1(ω)
, u2 = ts(φ2(ω) + ln tφ̇1(ω)), ω =

x√
t
. (2.86)

ßê íàñëiäîê, îòðèìàëè, ùî àíçàöè (2.40)�(2.45) ïåðåéäóòü

ó ëi¨âñüêi àíçàöè äëÿ ñèñòåìè (2.14), à àíçàöè (2.46)�(2.49) � ó

íåëîêàëüíi àíçàöè (2.80), (2.83), (2.85), (2.86).

2.3.2. Íåëîêàëüíi àíçàöè ñèñòåìè ðiâíÿíü âàí

äåð Âààëüñà, îäåðæàíi ç äðóãîãî îáðàçó

Ïîäi¹ìî êîìïîçèöi¹þ íåëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü, à ñàìå

(2.5), (2.12), (2.7) íà âæå çíàéäåíi ëi¨âñüêi àíçàöè ñèñòåìè (2.16).

Ðîçãëÿíåìî ïåðåòâîðåííÿ êîæíîãî ç àíçàöiâ îêðåìî.

1) Âèïàäîê µ ̸= 0, λ1 ̸= λ2.

Ðîçãëÿíåìî àíçàö (2.55):

z1 = ψ1(ω) + kx0ψ
2(ω), z2 = ψ2(ω), ω = x1 +mx0.

Ïåðåïèøåìî öåé àíçàö ó âèãëÿäi

z1 = ψ1(ω)− 2kx0ψ
2(ω), z2 = ψ2(ω),

ω = x1 +mx0.
(2.87)

Ïîäiÿâøè íà (2.87) ïåðåòâîðåííÿì (2.5), îòðèìà¹ìî

w1 = Ψ1(ω)− 2kx0Ψ
2(ω), w2 = Ψ2(ω)− kx20, ω = x1 +mx0,

äå Ψ1,Ψ2(ω)− kx20 � ïåðâiñíi äëÿ ôóíêöié ψ
1, ψ2.
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Ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà (2.12) öåé àíçàö íàáóäå

âèãëÿäó

w1 = Ψ1(ω)− 2ktΨ2(ω), x = Ψ2(ω)− kx20, ω = w2 +mt.

Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè iíâàðiàíòíi çìiííi Ψ2 i ω, îäåðæèìî

òàêèé àíçàö

w1 = Ψ1(ω)− 2ktx, w2 = Ψ2(ω)−mt, ω = x+ kt2. (2.88)

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè àíçàö (2.88) çà çìiííîþ x òà çàñòî-

ñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ (2.7), îòðèìà¹ìî

u1 = φ1(ω)− 2kt, u2 = φ2(ω), ω = x+ kt2. (2.89)

ßê íàñëiäîê, ìà¹ìî, ùî àíçàö (2.55) ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåíü

(2.5), (2.12), (2.7) ïåðåõîäèòü ó ëi¨âñüêèé àíçàö (2.31).

Ðîçãëÿíåìî àíçàö (2.56):

z1 = ψ1(ω), z2 =
√
x0ψ

2(ω), ω = x1 +m lnx0.

Ïîäiÿâøè íà (2.56) ïåðåòâîðåííÿì (2.5), îäåðæèìî

w1 = Ψ1(ω), w2 =
√
x0Ψ

2(ω), ω = x1 +m lnx0,

äå Ψ1,Ψ2 � ïåðâiñíi äëÿ ôóíêöié ψ1, ψ2. Ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ

ãîäîãðàôà (2.12) öåé àíçàö íàáóäå âèãëÿäó

w1 = Ψ1(ω), x =
√
tΨ2(ω), ω = w2 +m ln t.

Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè iíâàðiàíòíi çìiííi Ψ2 i ω, îòðèìà¹ìî

òàêèé àíçàö:

w1 = Ψ1, w2 = Ψ2(ω)−m ln t, ω = t−
1
2x. (2.90)

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè àíçàö (2.90) çà çìiííîþ x òà çàñòî-

ñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ (2.7), îòðèìà¹ìî

u1 = t−
1
2ψ1(ω), u2 = t−

1
2ψ2(ω), ω = t−

1
2x.
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Îòæå, ìà¹ìî, ùî àíçàö (2.56) ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåíü (2.5),

(2.12), (2.7) ïåðåõîäèòü ó ëi¨âñüêèé àíçàö (2.30).

2) Âèïàäîê µ = 0, λ1 ̸= λ2.

Ðîçãëÿíåìî àíçàö (2.57)

z1 = ψ1(ω), z2 = x
1
2
0 ψ

2(ω), ω = x1 + k lnx0.

Ïîäiÿâøè íà (2.57) ïåðåòâîðåííÿì (2.5), îòðèìà¹ìî

w1 = Ψ1(ω), w2 = x
1
2
0Ψ

2(ω), ω = x1 + k lnx0,

äå Ψ1,Ψ2 � ïåðâiñíi äëÿ ôóíêöié ψ1, ψ2.

Ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà (2.12) öåé àíçàö íàáóäå

âèãëÿäó

w1 = Ψ1(ω), x = t
1
2Ψ2(ω), ω = w2 + k ln t.

Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè iíâàðiàíòíi çìiííi Ψ2 i ω, îäåðæèìî

àíçàö

w1 = Ψ1(ω), w2 = Ψ2(ω)− k ln t, ω = t−
1
2x. (2.91)

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè àíçàö (2.91) çà çìiííîþ x òà çàñòî-

ñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ (2.7), îòðèìà¹ìî

u1 = t−
1
2ψ1(ω), u2 = t−

1
2ψ2(ω), ω = t−

1
2x. (2.92)

ßê íàñëiäîê, àíçàö (2.57) ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåíü (2.5), (2.12),

(2.7) ïåðåõîäèòü ó ëi¨âñüêèé àíçàö (2.34) ïðè n = −1
2
.

Ðîçãëÿíåìî àíçàö (2.58)

z1 = xk0ψ
1(ω), z2 = x

k+ 1
2

0 ψ2(ω), ω = x1x
k
0.

Ïîäiÿâøè íà (2.58) ïåðåòâîðåííÿì (2.5), îòðèìà¹ìî

v1 = Ψ1(ω), v2 = x
1
2
0Ψ

2(ω), ω = x1x
k
0,

äå Ψ1,Ψ2 � ïåðâiñíi äëÿ ôóíêöié ψ1, ψ2.
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Ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà (2.12) öåé àíçàö íàáóäå

âèãëÿäó

w1 = Ψ1(ω), x = t
1
2Ψ2(ω), ω = w2tk.

Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè iíâàðiàíòíi çìiííi Ψ2 i ω, îäåðæèìî

òàêèé àíçàö:

w1 = Ψ1, w2 = t−kΨ2(ω), ω = t−
1
2x. (2.93)

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè àíçàö (2.93) çà çìiííîþ x òà çàñòî-

ñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ (2.7), îòðèìà¹ìî

u1 = t−
1
2ψ1(ω), u2 = t−k−

1
2ψ2(ω), ω = t−

1
2x.

Îòæå, ìà¹ìî, ùî àíçàö (2.58) ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåíü (2.5),

(2.12), (2.7) ïåðåõîäèòü ó ëi¨âñüêèé àíçàö (2.34) ïðè n = −k− 1
2
.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî àíçàö (2.59):

z1 = ψ1(ω) +mψ2(ω), z2 = ψ2(ω), ω = x1 + kx0.

Ïîäiÿâøè íà (2.59) ïåðåòâîðåííÿì (2.5), îòðèìà¹ìî

v1 = Ψ1(ω) +mΨ2(ω), v2 = Ψ2(ω), ω = x1 + kx0,

äå Ψ1,Ψ2 � ïåðâiñíi äëÿ ôóíêöié ψ1, ψ2.

Ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà (2.12) öåé àíçàö íàáóäå

âèãëÿäó

w1 = Ψ1(ω) +mΨ2(ω), x = Ψ2(ω), ω = w2 + kt.

Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè iíâàðiàíòíi çìiííi Ψ2 i ω, îäåðæèìî

àíçàö:

w1 = Ψ1(ω) +mx, w2 = Ψ2(ω)− kt, ω = x. (2.94)

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè àíçàö (2.94) çà çìiííîþ x òà çàñòî-

ñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ (2.7), îòðèìà¹ìî

u1 = ψ1(ω), u2 = ψ2(ω), ω = x. (2.95)
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Îòæå, ìà¹ìî, ùî àíçàö (2.59) ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåíü (2.5),

(2.12), (2.7) ïåðåõîäèòü ó ëi¨âñüêèé àíçàö (2.36) ïðè n = 0, k =

0, m = 1.

Ðîçãëÿíåìî àíçàö (2.60):

z1 = [ψ1(ω) +mx0ψ
2(ω)]ekx0 , z2 = ekx0ψ2(ω), ω = ekx0x1.

Ïåðåïèøåìî öåé àíçàö ó âèãëÿäi

z1 = [ψ1(ω)− 2mx0ψ
2(ω)]ekx0 , z2 = ekx0ψ2(ω),

ω = ekx0x1.
(2.96)

Ïîäiÿâøè íà (2.96) ïåðåòâîðåííÿì (2.5), îòðèìà¹ìî

v1 = Ψ1(ω)− 2mx0Ψ
2(ω), v2 = Ψ2(ω)−mx20, ω = ekx0x1,

äå Ψ1,Ψ2 � ïåðâiñíi äëÿ ôóíêöié ψ1, ψ2 +mx20.

Ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà (2.12) öåé àíçàö íàáóäå

âèãëÿäó

w1 = Ψ1(ω)− 2mtΨ2(ω), x = Ψ2(ω)−mt2, ω = ektw2.

Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè iíâàðiàíòíi çìiííi Ψ2 i ω, ìàòèìåìî

àíçàö:

w1 = Ψ1(ω)− 2mt(x+mt2), w2 = e−ktΨ2(ω),

ω = x+mt2.
(2.97)

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè àíçàö (2.97) çà çìiííîþ x òà çàñòî-

ñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ (2.7), îòðèìà¹ìî

u1 = ψ1(ω)− 2mt, u2 = e−ktψ2(ω), ω = x+mt2. (2.98)

Îòæå, ìà¹ìî, ùî àíçàö (2.60) ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåíü (2.5),

(2.12), (2.7) ïåðåõîäèòü ó ëi¨âñüêèé àíçàö (2.35) ïðè n = −k.
3) Âèïàäîê µ = 0, λ1 = λ2 = 1.
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Ðîçãëÿíåìî àíçàö (2.61):

z1 =
ψ1(ω) + 2x1
x21 + 1

, z2 =
√
x0
ψ2(ω)

x21 + 1
,

ω = lnx0 +m arctanx1.

Ïîäiÿâøè íà (2.61) ïåðåòâîðåííÿì (2.5), îòðèìà¹ìî

v1 = Ψ1(ω) + ln(x21 + 1), v2 =
√
x0Ψ

2(ω), ω = lnx0 +m arctanx1,

äå Ψ1,Ψ2 � ïåðâiñíi äëÿ ôóíêöié mψ1, mψ2.

Ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà (2.12) öåé àíçàö íàáóäå

âèãëÿäó

w1 = Ψ1(ω)+ ln((w2)2+1), x =
√
tΨ2(ω), ω = ln t+m arctanw2.

Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè iíâàðiàíòíi çìiííi Ψ2 i ω, îäåðæèìî

òàêèé àíçàö

w1 = Ψ1(ω) + ln(tan2 α + 1), w2 = tanα,

ω =
x√
t
, α = φ2(ω) + qt.

(2.99)

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè àíçàö (2.99) çà çìiííîþ x òà çàñòî-

ñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ (2.7), îòðèìà¹ìî

u1 =
1√
t
(φ1(ω) + 2φ̇2(ω) tanα),

u2 =
1√
t
φ̇2(ω) cos−2 α, ω =

x√
t
,

(2.100)

äå φ2(ω) = Ψ2(ω).

Îòæå, ìà¹ìî, ùî àíçàö (2.61) ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåíü (2.5),

(2.12), (2.7) ïåðåõîäèòü ó íåëîêàëüíèé àíçàö äëÿ ñèñòåìè (2.14).

Ðîçãëÿíåìî àíçàö (2.62):

z1 =
ψ1(ω) + 2x1
x21 + 1

, z2 =
ψ2(ω)

x21 + 1
, ω = x0 +m arctanx1.
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Ïîäiÿâøè íà (2.62) ïåðåòâîðåííÿì (2.5), îòðèìà¹ìî

v1 = Ψ1(ω) + ln(x21 + 1), v2 = Ψ2(ω), ω = x0 +m arctanx1,

äå Ψ1,Ψ2 � ïåðâiñíi äëÿ ôóíêöié mψ1,mψ2.

Ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà (2.12) öåé àíçàö íàáóäå

âèãëÿäó

w1 = Ψ1(ω) + ln((w2)2 + 1), x = Ψ2(ω), ω = t+m arctanw2.

Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè iíâàðiàíòíi çìiííi Ψ2 i ω, îäåðæèìî

òàêèé àíçàö

w1 = Ψ1(ω) + ln(tan2 α + 1), w2 = tanα,

ω = x, α = φ2(ω) + qt, q = − 1

m
.

(2.101)

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè àíçàö (2.101) çà çìiííîþ x òà çà-

ñòîñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ (2.7), îòðèìà¹ìî

u1 = φ1(ω) + 2φ̇2(ω) tanα, u2 = φ̇2(ω) cos−2 α,

ω = x,
(2.102)

äå φ1(ω) = mΨ1(ω), φ2(ω) = Ψ2(ω).

Îòæå, ìà¹ìî, ùî àíçàö (2.62) ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåíü (2.5),

(2.12), (2.7) ïåðåõîäèòü ó íåëîêàëüíèé àíçàö äëÿ ñèñòåìè (2.14).

4) Âèïàäîê µ = −1, λ1 = λ2 = 1.

Ðîçãëÿíåìî àíçàö (2.63):

z1 =
ψ1(ω) + σ′

σ
, z2 =

ψ2(ω)

σ
, ω = x0 + k arctanmex1 ,

äå σ = c1e
x1 + c2e

−x1 . Ïîäiÿâøè íà (2.63) ïåðåòâîðåííÿì (2.5),

îòðèìà¹ìî

v1 = Ψ1(ω) + ln σ, v2 = Ψ2(ω), ω = x0 + k arctanmex1 ,

äå Ψ1,Ψ2 � ïåðâiñíi äëÿ ôóíêöié 1
mkc2

ψ1, 1
mkc2

ψ2. Ïiä äi¹þ ïåðå-

òâîðåííÿ ãîäîãðàôà (2.12) öåé àíçàö íàáóäå âèãëÿäó

x = Ψ1(ω) + ln σ(w2), w2 = Ψ2(ω), ω = t+ k arctanmew
2

.



112 Ðîçäië 2. Íåëîêàëüíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè iíâàðiàíòíi çìiííi Ψ2 i ω, îäåðæèìî

òàêèé àíçàö

w1 = Ψ1 + ln
2c2m

sin 2α
, w2 = ln

1

m
+ ln tanα, ω = x, (2.103)

äå α = φ2(ω) + qt.

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè àíçàö (2.103) çà çìiííîþ x òà çà-

ñòîñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ (2.7), ìà¹ìî íåëîêàëüíèé àíçàö äëÿ

ñèñòåìè (2.14)

u1 = φ1(ω)− φ̇2(ω) cotα, u2 =
φ̇2(ω)

sinα
, ω = x, (2.104)

äå φ2(ω) = Ψ2(ω).

Ðîçãëÿíåìî àíçàö (2.64):

z1 =
ψ1(ω) + σ′

σ
, z2 =

ψ2(ω)

σ
, ω = x0 − k arctannex1 .

Ïîäiÿâøè íà (2.64) ïåðåòâîðåííÿì (2.5), îòðèìà¹ìî

v1 = Ψ1(ω) + ln σ, v2 = Ψ2(ω), ω = x0 − k arctannex1 ,

äå Ψ1,Ψ2 � ïåðâiñíi äëÿ ôóíêöié 1
nkc2

ψ1, 1
nkc2

ψ2.

Ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà (2.12) öåé àíçàö íàáóäå

âèãëÿäó

w1 = Ψ1(ω) + ln σ(w2), w2 = Ψ2(ω), ω = t− k arctannew
2

.

Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè iíâàðiàíòíi çìiííi Ψ2 i ω, îäåðæèìî

òàêèé àíçàö

w1 = Ψ1 + ln
2c2n

sinh 2α
, w2 = ln

1

m
+ ln tanhα,

ω = x, α = Ψ2(ω) + qt.
(2.105)

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè àíçàö (2.105) çà çìiííîþ x òà çà-

ñòîñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ (2.7), ìà¹ìî íåëîêàëüíèé àíçàö äëÿ

ñèñòåìè (2.14)

u1 = φ1(ω)− φ̇2(ω) cothα, u2 =
φ̇2(ω)

sinhα
, ω = x, (2.106)



2.3. Íåëîêàëüíi àíçàöè òà ðåäóêöiÿ ñèñòåìè ðiâíÿ... 113

äå φ2(ω) = Ψ2(ω).

Ðîçãëÿíåìî àíçàö (2.65):

z1 = ex1ψ1(ω)− 1, z2 = ex1ψ2(ω), ω = x0 + lex1 .

Ïîäiÿâøè íà (2.65) ïåðåòâîðåííÿì (2.5), îòðèìà¹ìî

w1 = Ψ1(ω)− x1, w2 = Ψ2(ω), ω = t+ lew
2

,

äå Ψ1,Ψ2 � ïåðâiñíi äëÿ ôóíêöié ψ1, ψ2.

Ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà (2.12) öåé àíçàö íàáóäå

âèãëÿäó

v1 = Ψ1(ω)− w2, v2 = Ψ2(ω), ω = t+ lew
2

.

Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè iíâàðiàíòíi çìiííi Ψ2 i ω, îäåðæèìî

òàêèé àíçàö

w1 = Ψ1(ω)− ln

(
Ψ2(ω)− 1

l
t

)
,

w2 = ln

(
Ψ2(ω)− 1

l
t

)
,

ω = x.

(2.107)

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè àíçàö (2.107) çà çìiííîþ x òà çà-

ñòîñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ (2.7), ìà¹ìî íåëîêàëüíèé àíçàö äëÿ

ñèñòåìè (2.14):

u1 = φ1(ω)− φ̇2(ω)

φ2(ω) + t
, u2 =

φ̇2(ω)

φ2(ω) + t
, ω = x, (2.108)

äå φ2(ω) = Ψ2(ω).

Ðîçãëÿíåìî àíçàö (2.66):

z1 =
ψ1(ω) + σ′(x1)

σ(x1)
, z2 =

√
x0
ψ2(ω)

σ(x1)
, ω = lnx0 + k arctanmex1 ,

äå σ(x1) = c1e
x1+c2e

−x1 . Ïîäiÿâøè íà (2.66) ïåðåòâîðåííÿì (2.5),

îòðèìà¹ìî

w1 = Ψ1(ω) + ln σ, w2 =
√
x0Ψ

2(ω), ω = lnx0 + k arctanmex1,
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äå Ψ1,Ψ2 � ïåðâiñíi äëÿ ôóíêöié 1
mkc2

ψ1, 1
mkc2

ψ2.

Ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà (2.12) öåé àíçàö íàáóäå

âèãëÿäó

v1 = Ψ1(ω) + ln σ(w2), v2 =
√
tΨ2(ω), ω = ln t+ k arctanmew

2

.

Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè iíâàðiàíòíi çìiííi Ψ2 i ω, îäåðæèìî òàêèé

àíçàö:

w1 = Ψ1(ω) + ln
2c2m

sin 2α
, w2 = ln

1

m
+ ln tanα,

ω =
x√
t
, α = Ψ2(ω) + qt.

(2.109)

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè àíçàö (2.109) çà çìiííîþ x òà çà-

ñòîñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ (2.7), ìà¹ìî íåëîêàëüíèé àíçàö äëÿ

ñèñòåìè (2.14):

u1 =
1√
t
φ1(ω)− φ̇2(ω) cotα,

u2 =
1√
t

φ̇2(ω)

sinα
, ω =

x√
t
,

(2.110)

äå φ2(ω) = Ψ2(ω), α = Ψ2(ω) + qt.

Ðîçãëÿíåìî àíçàö (2.67):

z1 =
ψ1(ω) + σ′(x1)

σ(x1)
, z2 =

√
x0
ψ2(ω)

σ(x1)
, ω = lnx0 − k arctannex1 ,

äå σ(x1) = c1e
x1+c2e

−x1 . Ïîäiÿâøè íà (2.64) ïåðåòâîðåííÿì (2.5),

îòðèìà¹ìî

w1 = Ψ1(ω) + ln σ(x1), w2 =
√
x0Ψ

2(ω), ω = x0 − k arctannex1 ,

äå Ψ1,Ψ2 � ïåðâiñíi äëÿ ôóíêöié 1
nkc2

ψ1, 1
nkc2

ψ2.

Ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà (2.12) öåé àíçàö íàáóäå

âèãëÿäó

v1 = Ψ1(ω) + ln σ(w2), v2 =
√
tΨ2(ω), ω = ln t− k arctannew

2

.
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Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè iíâàðiàíòíi çìiííi Ψ2 i ω, îäåðæèìî

òàêèé àíçàö:

w1 = Ψ1 + ln
2c2n

sinh 2α
, w2 = ln

1

m
+ ln tanhα,

ω = x, α = Ψ2(ω) + qt.
(2.111)

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè àíçàö (2.111) çà çìiííîþ x òà çà-

ñòîñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ (2.7), ìà¹ìî íåëîêàëüíèé àíçàö äëÿ

ñèñòåìè (2.14):

u1 =
1√
t
φ1(ω)− φ̇2(ω) cothα,

u2 =
1√
t

φ̇2(ω)

sinhα
, ω =

x√
t
,

(2.112)

äå φ2(ω) = Ψ2(ω).

Ðîçãëÿíåìî àíçàö (2.68):

z1 = ex1ψ1(ω)− 1, z2 =
√
x0e

x1ψ2(ω), ω = lnx0 + lex1 .

Ïîäiÿâøè íà (2.68) ïåðåòâîðåííÿì (2.5), îòðèìà¹ìî

w1 = Ψ1(ω)− x1, w2 =
√
x0Ψ

2(ω), ω = ln t+ lew
2

,

äå Ψ1,Ψ2 � ïåðâiñíi äëÿ ôóíêöié ψ1, ψ2.

Ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà (2.12) öåé àíçàö íàáóäå

âèãëÿäó

v1 = Ψ1(ω)− w2, v2 =
√
tΨ2(ω), ω = ln t+ lew

2

.

Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè iíâàðiàíòíi çìiííi Ψ2 i ω, îäåðæèìî

òàêèé àíçàö:

w1 = Ψ1(ω)− ln

(
Ψ2(ω)− 1

l
t

)
,

w2 = ln

(
Ψ2(ω)− 1

l
t

)
, ω =

x√
t
.

(2.113)
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Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè àíçàö (2.113) çà çìiííîþ x òà çà-

ñòîñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ (2.7), ìà¹ìî íåëîêàëüíèé àíçàö äëÿ

ñèñòåìè (2.14):

u1 =
1√
t
φ1(ω)− φ̇2(ω)

φ2(ω) + t
,

u2 =
1√
t

φ̇2(ω)

φ2(ω) + t
, ω =

x√
t
,

(2.114)

äå φ2(ω) = Ψ2(ω).

5) Âèïàäîê µ = 1, λ1 = λ2 = 1

Ðîçãëÿíåìî àíçàö (2.69):

z1 =
ψ1(ω) + cos x1

sinx1
, z2 =

ψ2(ω)

sinx1
, ω = x0 + ln tan

x1
2
.

Ïîäiÿâøè íà (2.69) ïåðåòâîðåííÿì (2.5), îòðèìà¹ìî

v1 = Ψ1(ω) + ln sinx1, v2 = Ψ2(ω), ω = x0 + ln tan
x1
2
,

äå Ψ1,Ψ2 � ïåðâiñíi äëÿ ôóíêöié ψ1, ψ2.

Ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà (2.12) öåé àíçàö íàáóäå

âèãëÿäó

w1 = Ψ1(ω) + ln sin(w2), x = Ψ2(ω), ω = t+ k tan
w2

2
.

Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè iíâàðiàíòíi çìiííi Ψ2 i ω, îäåðæèìî

òàêèé àíçàö:

w1 = Ψ1 + ln 2
etΨ2(ω)

A
,

w2 = 2arctan e−tΨ2(ω), ω = x.

(2.115)

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè àíçàö (2.115) çà çìiííîþ x òà çà-

ñòîñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ (2.7), ìà¹ìî íåëîêàëüíèé àíçàö äëÿ

ñèñòåìè (2.14):

u1 = φ1(ω)− 2
φ2(ω)φ̇2(ω))

A
,

u2 = 2et
φ̇2(ω))

A
, ω = x,

(2.116)



2.3. Íåëîêàëüíi àíçàöè òà ðåäóêöiÿ ñèñòåìè ðiâíÿ... 117

äå φ2(ω) = Ψ2(ω), A = (φ2)2 + e2t.

Ðîçãëÿíåìî àíçàö (2.70):

z1 =
ψ1(ω) + cos x1

sinx1
, z2 =

√
x0
ψ2(ω)

sinx1
, ω = lnx0 + ln tan

x1
2
.

Ïîäiÿâøè íà (2.70) ïåðåòâîðåííÿì (2.5), îòðèìà¹ìî

v1 = Ψ1(ω) + ln sinx1, v2 =
√
x0Ψ

2(ω), ω = lnx0 + ln tan
x1
2
,

äå Ψ1,Ψ2 � ïåðâiñíi äëÿ ôóíêöié ψ1, ψ2.

Ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà (2.12) öåé àíçàö íàáóäå

âèãëÿäó

w1 = Ψ1(ω) + ln sinw2, x =
√
tΨ2(ω), ω = ln t+ ln tan

w2

2
.

Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè iíâàðiàíòíi çìiííi Ψ2 i ω, îäåðæèìî

òàêèé àíçàö:

w1 = Ψ1(ω) +
2tΨ2(ω)

(Ψ2(ω))2 + t2
,

w2 = 2arctan
φ2(ω)

t
, ω =

x√
t
.

(2.117)

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè àíçàö (2.117) çà çìiííîþ x òà çà-

ñòîñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ (2.7), ìà¹ìî íåëîêàëüíèé àíçàö äëÿ

ñèñòåìè (2.14):

u1 =
1√
t
[φ1(ω)− 2

φ2(ω)φ̇2(ω)

B
],

u2 = 2
√
t
φ̇2(ω)

B
, ω =

x√
t
,

(2.118)

äå φ2(ω) = Ψ2(ω), B = (φ2)2 + t2.

ßê íàñëiäîê îòðèìàëè, ùî àíçàöè (2.55)�(2.60) ïåðåéäóòü

ó ëi¨âñüêi àíçàöè äëÿ ñèñòåìè (2.14), à àíçàöè (2.61)�(2.70) � â íå-

ëîêàëüíi àíçàöè (2.100), (2.102), (2.104), (2.106), (2.108), (2.110),

(2.112), (2.114), (2.116), (2.118).
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2.3.3. Ðåäóêöiÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü âàí äåð Âà-

àëüñà

Ïiäñòàâèâøè àíçàöè (2.80), (2.83), (2.85), (2.86) òà (2.100),

(2.102), (2.104), (2.106), (2.108), (2.110), (2.112), (2.114), (2.116),

(2.118) ó ñèñòåìó (2.14), îäåðæèìî òàêi ðåäóêîâàíi ñèñòåìè çâè-

÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü:

äëÿ âèïàäêó µ = 0, λ1 = λ2 = 1

ż − z2 − p = 0,

φ̈2 − 2zφ̇2 − (2z2 + 2p+ s)φ2 = 0,
(2.119)

ż − z2 − p = 0,

φ̈2 − 2zφ̇2 − (2z2 + 2p+ 1)φ2 − φ̇1 = 0,
(2.120)

ż − z2 +
ω

2
z − p− 1

2
= 0,

φ̈2 − (2z − ω

2
)φ̇2 − (2z2 − ωz + 2p+ s+ 1)φ2 = 0,

(2.121)

ż − z2 +
ω

2
z − s− 1

2
= 0,

φ̈2 − (2z − ω

2
)φ̇2 − (2z2 − ωz + 3s+ 1)φ2 − φ̇1 = 0,

(2.122)

äå z = φ̇1

φ1 ;

φ̈1 = φ1φ̇1 + 4φ̇2φ̈2 − 1

2
(ωφ̇1 + φ1),

φ̈2 = (φ1 − 1

2
ω)φ̇2,

(2.123)

φ̈1 = φ1φ̇1 + 4φ̇2φ̈2,

φ̈2 = φ1φ̇2;
(2.124)

äëÿ âèïàäêó µ = 1, λ1 = λ2 = 1

φ̈1 = φ1φ̇1,

φ̈2 = φ1φ̇2 − φ2,
(2.125)
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φ̈1 = [φ1 − 1

2
(φ1 − ω)]φ̇1,

φ̈2 = (φ1 − 1

2
ω)φ̇2 − 1

2
φ2;

(2.126)

äëÿ âèïàäêó µ = −1, λ1 = λ2 = 1

φ̈1 = φ1φ̇1 − φ̇2φ̈2,

φ̈2 = φ1φ̇2 + q,
(2.127)

φ̈1 = φ1φ̇1 + φ̇2φ̈2,

φ̈2 = φ1φ̇2 + q,
(2.128)

φ̈1 = φ1φ̇1,

φ̈2 = φ1φ̇2 + 1,
(2.129)

φ̈1 = −φ̇2φ̈2 + (φ1 − 1

2
ω)φ̇1 − 1

2
φ1,

φ̈2 = (φ1 − 1

2
ω)φ̇2 + q,

(2.130)

φ̈1 = φ̇2φ̈2 + (φ1 − 1

2
ω)φ̇1 − 1

2
φ1,

φ̈2 = (φ1 − 1

2
ω)φ̇2 + q,

(2.131)

φ̈1 = (φ1 − 1

2
ω)φ̇1 − 1

2
φ1,

φ̈2 = (φ1 − 1

2
ω)φ̇2.

(2.132)

2.4. Íåëîêàëüíi àíçàöè i ðåäóêöiÿ îáðà-

çiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü âàí äåð Âààëü-

ñà

Çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ íåëîêàëüíèõ àíçàöiâ òà ïðîâåäåííÿ

ðåäóêöi¨ ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè i äëÿ îáðàçiâ O1 i O2, âèêîðèñòàâøè

ëi¨âñüêi àíçàöè ñèñòåìè ðiâíÿíü âàí äåð Âààëüñà òà ïåðåòâîðåí-

íÿ P1, P2.
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Äëÿ âiäøóêàííÿ íåëîêàëüíèõ àíçàöiâ ïåðøîãî îáðàçó ñè-

ñòåìè ðiâíÿíü âàí äåð Âààëüñà ïîäi¹ìî êîìïîçèöi¹þ íåëîêàëü-

íèõ ïåðåòâîðåíü (2.5)�(2.7) íà âæå çíàéäåíi ëi¨âñüêi àíçàöè ñè-

ñòåìè (2.14). ßê íàñëiäîê, îäåðæèìî, ùî ÷àñòèíà àíçàöiâ ñèñòå-

ìè (2.14) ïåðåéäå ó ëi¨âñüêi àíçàöè äëÿ ñèñòåìè (2.15), à iíøi

àíçàöè � ó òàêi íåëîêàëüíi àíçàöè:

z1 =
1

φ1(ω)− 2kx0
, z2 =

φ2(ω)

φ1(ω)− 2kx0
,

ω = τ + kx20, τ1 = z1,

(2.133)

z1 =

√
x20 + 1

φ1(ω) + x0ω
, z2 =

φ2(ω)

φ1(ω) + x0ω
,

ω =
τ√
x20 + 1

, τ1 = z1.
(2.134)

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì îäåðæèìî íåëîêàëüíèé àíçàö äëÿ ñè-

ñòåìè (2.16):
z1 = φ1(ω)+x0φ

2(ω)φ̇2(ω),

z2 =
√
x20 + 1φ̇2(ω), ω = x1.

(2.135)

ßêùî ïiäñòàâèòè àíçàöè (2.133), (2.134) ó ñèñòåìó (2.15),

òî îäåðæèìî òàêi ðåäóêîâàíi ñèñòåìè ðiâíÿíü:

λ1φ̈
1 − φ1φ̇1 + µφ2φ̇2 + 2k = 0,

λ2φ̈
2 − φ1φ̇2 − φ̇1φ2 = 0;

(2.136)

λ1φ̈
1 − φ1φ̇1 + µφ2φ̇2 − ω = 0,

λ2φ̈
2 − φ1φ̇2 − φ̇1φ2 = 0.

(2.137)

ßêùî ïiäñòàâèòè àíçàö (2.135) ó ñèñòåìó (2.16), òî îòðè-

ìà¹ìî òàêó ðåäóêîâàíó ñèñòåìó ðiâíÿíü:

(2λ1φ̇
1 − λ2 − 2λ1

λ2
(φ1)2 + µ)φ̈2−

−(λ1φ̈
1 − λ2 − 2λ1

λ2
φ1φ̇1)φ̇2 − (φ̇2)4φ2 = 0,

λ2φ̈
2 + φ1φ̇2 = 0.

(2.138)
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2.5. Òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü

âàí äåð Âààëüñà

ßêùî ðîçâ'ÿçàòè ðåäóêîâàíi ñèñòåìè (2.119)�(2.132) òà

âèêîðèñòàòè âiäïîâiäíi àíçàöè, òî ìîæíà ïîáóäóâàòè òî÷íi ðîç-

â'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü âàí äåð Âààëüñà. Íàâåäåìî äåÿêi ç íèõ.

Ðîçâ'ÿçêàìè ðåäóêîâàíî¨ ñèñòåìè (2.119) ¹ ôóíêöi¨

φ1 = −c1
ω
,

φ2 = c2ω +
c3
ω2
,

(2.139)

φ1 =
c1

cosω
,

φ2 = −2 ln cosω + c2ω + c3,
(2.140)

φ1 =
c1

coshω
,

φ2 = −2 ln coshω + c2ω + c3,
(2.141)

äå c1, c2, c3 � äîâiëüíi ñòàëi.

Âèêîðèñòàâøè àíçàö (2.80), ðîçìíîæåíèé ïåðåòâîðåííÿ-

ìè

t→ t, x→ x+ θt, u1 → u1 − θ, u2 → u2, (2.142)

òà ðîçâ'ÿçêè (2.139)�(2.141), çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (2.14):

u1 = − 2

x+ θt
+ θ,

u2 = c2(x+ θt) +
c3 − 2c1e

−mt

(x+ θt)2
,

u1 = 2 tan(x+ θt) + θ,

u2 = −2 ln cos(x+ θt) + 2c1e
−mt tan(x+ θt)

cos(x+ θt)
+ c2(x+ θt) + c3,

u1 = −2 tanh(x+ θt) + θ,

u2 = −2 ln cosh(x+ θt)− 2c1e
−mt tanh(x+ θt)

cosh(x+ θt)
+ c2(x+ θt) + c3.
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Ðîçâ'ÿçêàìè ðåäóêîâàíî¨ ñèñòåìè (2.125) ¹ òàêi ôóíêöi¨

(äèâ., [18], [185]):

φ1 = − 2

ω
,

φ2 =
cosω

ω
;

(2.143)

φ1 = tan
ω

2
,

φ2 =
c1 cos

√
5
2
ω + c2 sin

√
5
2

cos ω
2

,
(2.144)

φ1 = − tanh
ω

2
,

φ2 =
c1 cos

√
3
2
ω + c2 sin

√
3
2

cosh ω
2

,
(2.145)

äå c1, c2 � äîâiëüíi ñòàëi.

Âèêîðèñòàâøè àíçàö (2.116), ðîçìíîæåíèé ïåðåòâîðåííÿ-

ìè Ãàëiëåÿ (2.142) òà ðîçâ'ÿçêè (2.143)�(2.145), çíàõîäèìî òàêi

ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (2.14):

u1 =
(x+ θt) sin[2(x+ θt)] + 2 cos2(x+ θt)

(x+ θt) cos2(x+ θt) + e2t(x+ θt)3
− 1

x+ θt
+ θ,

u2 = 2et
(x+ θt) sin(x+ θt) + cos(x+ θt)

cos2(x+ θt) + e2t(x+ θt)2
,

(2.146)

u1 = tan
x+ θt

2
− 1

cos x+θt
2

C[2Cx cos
x+θt
2

+ C sin x+θt
2

]

C2 + e2t cos2 x+θt
2

+ θ,

u2 = et
2Cx cos

x+θt
2

+ C sin x+θt
2

C2 + e2t cos2 x+θt
2

,

u1 = − tan
x+ θt

2
− 1

cosh x+θt
2

D[2Dx cosh
x+θt
2

−D sinh x+θt
2

]

D2 + e2t coth2 x+θt
2

+ θ,

u2 = et
2Dx cosh

x+θt
2

−D sin x+θt
2

D2 + e2t cosh2 x+θt
2

,

äå C = c1 cos
√
5
2
(x+ θt) + c2 sin

√
5
2
(x+ θt), D = c1 cos

√
3
2
(x+ θt) +

+ c2 sin
√
3
2
(x+ θt).
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Ðîçâ'ÿçêîì ðåäóêîâàíî¨ ñèñòåìè (2.129) ¹ ôóíêöi¨

φ1 = − 2

ω
,

φ2 =
c1
ω

+ c2 +
ω2

6
,

(2.147)

äå c1, c2 � äîâiëüíi ñòàëi.

Âèêîðèñòàâøè àíçàö (2.108), ðîçìíîæåíèé ïåðåòâîðåííÿ-

ìè (2.142) òà ðîçâ'ÿçîê (2.147), çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçêè ñè-

ñòåìè (2.14):

u1 = − 2

x+ θt
− 2(x+ θt)3 − c1

(x+ θt)4 + (6t+ c2)(x+ θt)2 + c1(x+ θt)
+ θ,

u2 = − 2(x+ θt)3 − c1
(x+ θt)4 + (6t+ c2)(x+ θt)2 + c1(x+ θt)

.

Îòðèìàíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü âàí äåð Âààëüñà ìî-

æíà âèâ÷èòè ç òî÷êè çîðó ìîæëèâîñòi ¨õ ôiçè÷íîãî çàñòîñóâàí-

íÿ. Ïîêàæåìî öå íà ïðèêëàäi ðîçâ'ÿçêó (2.146). Íåâàæêî áà÷è-

òè, ùî ïðè t → ∞ i x → ∞ u1 → θ, u2 → 0. Öå äà¹ ïiäñòàâè

ñòâåðäæóâàòè, ùî öåé ðîçâ'ÿçîê ìîæå ìàòè ôiçè÷íå çàñòîñóâàí-

íÿ. Íà ðèñ. 2.1 i 2.2 íàâåäåíî ãðàôiêè òàêîãî ðîçâ'ÿçêó çà òàêèõ

îáìåæåíü: θ = 1, t ∈ {2, 8}, x ∈ {2, 10}.

Ðîçâ'ÿçàâøè ðåäóêîâàíi ñèñòåìè (2.136)�(2.138) òà âèêî-

ðèñòàâøè âiäïîâiäíi àíçàöè, ìîæíà çíàéòè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè îáîõ

îáðàçiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü âàí äåð Âààëüñà. Îñêiëüêè ñèñòåìè äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2.15) òà (2.16) ¹ íå äîñòàòíüî âèâ÷åíè-

ìè ç òî÷êè çîðó ôiçè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ i íå âiäîìî, ÷è âîíè

îïèñóþòü êîíêðåòíi ôiçè÷íi ïðîöåñè, òî ¨õíi ðîçâ'ÿçêè òóò íå

íàâåäåíî.
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Ðèñ. 2.1: Ãðàôiê ôóíêöi¨ u1

Ðèñ. 2.2: Ãðàôiê ôóíêöi¨ u2
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2.6. Íåëîêàëüíi ñèìåòði¨ ñèñòåìè

ðiâíÿíü âàí äåð Âààëüñà

Íàÿâíiñòü íåëîêàëüíèõ àíçàöiâ îçíà÷à¹ íàÿâíiñòü íåëî-

êàëüíèõ ñèìåòðié öi¹¨ ñèñòåìè. Êîæíîìó íåëîêàëüíîìó àíçàöó

âiäïîâiäà¹ íåëîêàëüíèé îïåðàòîð. Çíàéäåìî íåëîêàëüíi îïåðà-

òîðè, ÿêi âiäïîâiäàþòü íåëîêàëüíèì àíçàöàì ñèñòåìè ðiâíÿíü

âàí äåð Âààëüñà. Íàâåäåìî îïåðàòîðè, ÿêi ïîðîäæóþòü ëi¨âñüêi

àíçàöè ïåðøîãî òà äðóãîãî îáðàçó:

äëÿ âèïàäêó µ = 0, λ1 = λ2 = 1

X1 = 2∂0 − 2m∂1 −me
x1
2 ∂z2 , (2.148)

X2 = 4m∂1 − 2x0∂0 − z1∂z1 + 2me
x1
2 ∂z2 , (2.149)

X3 = m∂0 − ∂1 − (x21∂1 − 2x1(z
1∂z1 + z2∂z2) + 2∂z1), (2.150)

X4 = 2∂1 −m(2x0∂0 + z2∂z2) + 2(x21∂1−

−2x1(z
1∂z1 + z2∂z2) + 2∂z1);

(2.151)

äëÿ âèïàäêó µ = −1, λ1 = λ2 = 1

X5 = km∂0 −m2ex1(∂1 + ∂z1 − z1∂z1−

−z2∂z2)− e−x1(∂1 + ∂z1 + z1∂z1 + z2∂z2),
(2.152)

X6 = kn∂0 + n2ex1(∂1 + ∂z1 − z1∂z1 − z2∂z2)−

−e−x1(∂1 + ∂z1 + z1∂z1 + z2∂z2),
(2.153)

X7 = l∂0 − e−x1(∂1 + ∂z1 + z1∂z1 + z2∂z2), (2.154)

X8 = km(2x0∂0 + z2∂z2)− 2m2ex1(∂1 + ∂z1−

−z1∂z1 − z2∂z2)− 2e−x1(∂1 + ∂z1 + z1∂z1 + z2∂z2),
(2.155)

X9 = kn(2x0∂0 + z2∂z2)− 2n2ex1(∂1 + ∂z1−

−z1∂z1 − z2∂z2) + 2e−x1(∂1 + ∂z1 + z1∂z1 + z2∂z2),
(2.156)

X10 = l(2x0∂0 + z2∂z2) + 2ex1(∂1 + ∂z1 − z1∂z1 − z2∂z2); (2.157)
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äëÿ âèïàäêó µ = 1, λ1 = λ2 = 1

X11 = ∂0 − sinx1(∂1 − ∂z1) + cos x1(z
1∂z1 + z2∂z2), (2.158)

X12 = 2x0∂0 + z2∂z2 − 2 sinx1(∂1 − ∂z1)+

+2 cosx1(z
1∂z1 + z2∂z2).

(2.159)

Ïîäiÿâøè ïåðåòâîðåííÿìè, îáåðíåíèìè äî P1, íà îïåðà-

òîðè (2.148)�(2.149) òà ïåðåòâîðåííÿìè, îáåðíåíèìè äî P2, íà

îïåðàòîðè (2.152)�(2.151) îòðèìà¹ìî òàêi íåëîêàëüíi îïåðàòîðè

äëÿ ñèñòåìè âàí äåð Âààëüñà:

äëÿ âèïàäêó µ = 0, λ1 = λ2 = 1

Q1 = ∂t −
m

2
e

v1

2 u1∂u2 , (2.160)

Q2 = 2t∂t + x∂x − u1∂u1 − u2∂u2 − 2me
v1

2 u1∂u2 , (2.161)

Q3 = m∂t − 2u2∂u1 − 2v2u2∂u2 , (2.162)

Q4 = 2t∂t +mx∂x − (mu1 + 4u2)∂u1−

−(mu2 + 4v2u2)∂u2 ;
(2.163)

äëÿ âèïàäêó µ = −1, λ1 = λ2 = 1

Q5 = km∂t + (m2ev
2

+ e−v
2

)u2∂u1+

+(m2ev
2 − e−v

2

)u2∂u2 ,
(2.164)

Q6 = kn∂t − (n2ev
2 − e−v

2

)u2∂u1−

−(n2ev
2

+ e−v
2

)u2∂u2 ,
(2.165)

Q7 = l∂t − e−v
2

u2(∂u1 − ∂u2), (2.166)

Q8 = 2kmt∂t + kmx∂x + [kmu1 + 2(m2ev
2

+

+e−v
2

)u2]∂u1 + [kmu2 + 2(m2ev
2 − e−v

2

)u2]∂u2 ,
(2.167)

Q9 = 2knt∂t + knx∂x − [knu1 + 2(n2ev
2−

−e−v2)u2]∂u1 − [knu2 + 2(n2ev
2

+ e−v
2

)u2]∂u2 ,
(2.168)

Q10 = 2l∂t + lx∂x − (lu1 − 2ev
2

u2)(∂u1 + ∂u2); (2.169)
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äëÿ âèïàäêó µ = 1, λ1 = λ2 = 1

Q11 = ∂t + u2 sin v2∂u1 − u2 cos v2∂u2 , (2.170)

Q12 = 2t∂t + x∂x − (u1 − 2u2 sin v2)∂u1−

−(u1 + 2u2 cos v2∂u2),
(2.171)

äå v1 =
∫
u1dx, v2 =

∫
u2dx.

Ïðîöåäóðó îòðèìàííÿ íåëîêàëüíèõ îïåðàòîðiâ (2.160)�

(2.163) ç ëi¨âñüêèõ îïåðàòîðiâ (2.148)�(2.151) çà äîïîìîãîþ ïåðå-

òâîðåíü P1 òà P2 íàâåäåìî íà ïðèêëàäi îïåðàòîðiâ (2.148), (2.152)

òà (2.160), (2.164).

Ïîäiÿâøè îïåðàòîðîì (2.148):

X1 = 2∂0 − 2m∂1 −me
x1
2 ∂z2

íà z1 òà z2 òà âèêîðèñòàâøè óìîâó

Xz1 = 0, Xz2 = 0, (2.172)

îòðèìà¹ìî

2z10 − 2mz11 = 0, 2z20 − 2mz11 + 2me
x1
2 = 0. (2.173)

Ïîäiÿâøè íà (2.173) ïåðåòâîðåííÿì (2.7) òà ïðîiíòåãðó-

âàâøè çà çìiííîþ x1, ìà¹ìî

2w1
0 − 2mw1

1 = 0, 2w2
0 − 2mw1

1 + 2me
x1
2 = 0. (2.174)

Ïîäiÿâøè ïåðåòâîðåííÿì ãîäîãðàôà (2.6) íà (2.174)

w1
0 = −v

1
t

v1x
, w2

0 = v2t −
v1t v

2
x

v1x
, w1

1 =
1

v1x
, w2

1 =
v2x
v1x
,

îäåðæèìî

v1t +m = 0, v2t +me
v1

2 = 0. (2.175)

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè ñèñòåìó (2.175) çà çìiííîþ x òà çà-

ñòîñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ (2.5), ìà¹ìî

u1t = 0, u2t +
m

2
e

v1

2 u1 = 0. (2.176)
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Ñèñòåìi (2.176) âiäïîâiäà¹ îïåðàòîð (2.160).

Îòæå, ìà¹ìî, ùî ëi¨âñüêèé îïåðàòîð (2.148) ïåðåõîäèòü ó

íåëîêàëüíèé îïåðàòîð(2.160).

Ïîäiÿâøè îïåðàòîðîì (2.152):

X3 = km∂0 −m2ex1(∂1 + ∂z1 − z1∂z1 − z2∂z2)−

−e−x1(∂1 + ∂z1 + z1∂z1 + z2∂z2)

íà z1 òà z2 òà âèêîðèñòàâøè óìîâó (2.172), îòðèìà¹ìî

kmz10 −m2ex1(z11 + z1 − 1)− e−x1(z11 − z1 − 1) = 0,

kmz20 −m2ex1(z21 + z2)− e−x1(z21 − z2) = 0.
(2.177)

Ïîäiÿâøè íà (2.177) ïåðåòâîðåííÿì (2.7) òà ïðîiíòåãðó-

âàâøè çà çìiííîþ x1, ìà¹ìî

kmw1
0 −m2ex1(w1

1 − 1)− e−x1(w1
1 + 1) = 0,

kmw2
0 −m2ex1w2

1 − e−x1w2
1 = 0.

Ïîäiÿâøè ïåðåòâîðåííÿì ãîäîãðàôà (2.12) íà öþ ñèñòåìó

òà âèêîðèñòàâøè ôîðìóëè

w1
0 = v1t −

v2t v
1
x

v2x
, w2

0 = −v
2
t

v2x
, w1

1 =
v1x
v2x
, w2

1 =
1

v2x
,

îäåðæèìî

kmv1t +m2ev
2 − e−v

2

= 0, kmv2t +m2ev
2

+ e−v
2

= 0. (2.178)

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè ñèñòåìó (2.178) çà çìiííîþ x òà çà-

ñòîñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ (2.5), ìà¹ìî

kmu1t+(m2ev
2−e−v2)u2 = 0, kmu2t+(m2ev

2

+e−v
2

)u2 = 0. (2.179)

Ñèñòåìi (2.179) âiäïîâiäà¹ îïåðàòîð (2.164).

ßê íàñëiäîê, îòðèìà¹ìî, ùî ëi¨âñüêèé îïåðàòîð (2.152)

ïåðåõîäèòü ó íåëîêàëüíèé îïåðàòîð (2.165).
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Îòæå, ïîêàçàíî, ùî êîîðäèíàòè ξµ òà ηa ëi¨âñüêèõ îïåðà-

òîðiâ (2.148)�(2.151) çàëåæàòü âiä çìiííèõ t, x, z1, z2, à êîîðäè-

íàòè íåëîêàëüíèõ îïåðàòîðiâ (2.160)�(2.163) � t, x, u1, u2, v1, v2,

äå v1 =
∫
u1dx, v2 =

∫
u2dx. Öå îçíà÷à¹, ùî îïåðàòîðè (2.160)�

(2.171) ¹ îïåðàòîðàìè ïîòåíöiéíèõ ñèìåòðié ñèñòåìè ðiâíÿíü âàí

äåð Âààëüñà (2.14).

2.7. Ñèñòåìà ðiâíÿíü õåìîòàêñèñó

ç êîíâåêòèâíèì äîäàíêîì

Ó ñó÷àñíèõ áiîôiçè÷íèõ äîñëiäæåííÿõ ïðîöåñè ñèìåòðè-

÷íîãî ðîçïîâñþäæåííÿ áàêòåðiàëüíèõ ïîïóëÿöiéíèõ õâèëü, êî-

ëè çáåðiãà¹òüñÿ ðiçêî îêðåñëåíà ôîðìà êiëåöü õåìîòàêñèñó i âî-

íè ðóõàþòüñÿ çi øâèäêiñòþ, ùî çàëåæèòü âiä ðóõëèâîñòi áàêòå-

ðié òà ¨õ õåìîòàêñè÷íèõ âëàñòèâîñòåé, äîáðå îïèñóþòüñÿ ìàòå-

ìàòè÷íèìè ìîäåëÿìè, ÿêi  ðóíòóþòüñÿ íà ðiâíÿííÿõ Êåëëåðà�

Çåãåëÿ [153]:

St = DSSxx + k1g (S) b,

bt = −V (bχ(S)Sx)x +Dbbxx + k2g (S) b,
(2.180)

äå S(t, x) � êîíöåíòðàöiÿ ñóáñòðàòó-àòðàêòàíòà, ÿêèé ñïîæèâà-

¹òüñÿ áàêòåðiÿìè, b(t, x) � ùiëüíiñòü áàêòåðié, g (S) � ïèòîìà

øâèäêiñòü ðîñòó áàêòåðié, χ (S) � ôóíêöiÿ õåìîòàêñè÷íî¨ âiä-

ïîâiäi, DS òà Db � êîåôiöi¹íòè äèôóçi¨ âiäïîâiäíî, ñóáñòðàòó é

áàêòåðié V, k1, k2 � ñòàëi, t, x � ÷àñîâà òà ïðîñòîðîâà çìiííi. Ìî-

äåëëþ Êåëëåðà�Çåãåëÿ òà ¨¨ äåÿêèìè ìîäèôiêàöiÿìè îïèñóþòüñÿ

òàêîæ ôîðìóâàííÿ i ïîøèðåííÿ õåìîòàêñè÷íèõ êiëåöü Àäëåðà

(äèâ. [93]) òà ðiçíi ïðîöåñè ñòðóêòóðîóòâîðåííÿ â áàêòåðiàëüíèõ

êîëîíiÿõ ó âèïàäêó ¨õ âçà¹ìîäi¨ [17].

ßê âiäîìî, êîîïåðàòèâíà ïîâåäiíêà íàéïðîñòiøèõ ìiêðî-

îðãàíiçìiâ îïèñó¹òüñÿ òàêîæ ñèñòåìîþ âèãëÿäó (2.3) iç ðåàêòèâ-

íèì äîäàíêîì (äèâ., íàïðèêëàä, [169]). Ïðîàíàëiçó¹ìî ñèñòåìó
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(2.180) çà âiäñóòíîñòi ðåàêòèâíî¨ ñêëàäîâî¨ òà íàÿâíîñòi êîíâå-

êòèâíî¨ âçà¹ìîäi¨ áàêòåðié òà ñóáñòðàòó-àòðàêòàíòà:

Ut =

[(
λ1 0

f(u1)u2 λ2

)
Ux +

(
g1(U)

g2(U)

)]
x

, (2.181)

äå äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ f (u1) , g1 (u1, u2) ,

g2 (u1, u2) � êîåôiöi¹íòè äèôóçèâíî¨ òà êîíâåêòèâíî¨ âçà¹ìîäi¨,

λ1, λ2 � äîâiëüíi ñòàëi.

Îñêiëüêè ïðîöåñè õåìîòàêñèñó çàäîâîëüíÿþòü ïðèíöèï

âiäíîñíîñòi Ãàëiëåÿ, Iíøèìè ñëîâàìè, ïðîòiêàþòü îäíàêîâî â ði-

çíèõ iíåðöiéíèõ ñèñòåìàõ, ùî ðóõàþòüñÿ çi ñòàëîþ øâèäêiñòþ

îäíà âiäíîñíî îäíî¨, òî ïðèðîäíî âèìàãàòè, ùîá i ìàòåìàòè÷íà

ìîäåëü (2.181) çàäîâîëüíÿëà òîé ñàìèé ïðèíöèï âiäíîñíîñòi, Ií-

øèìè ñëîâàìè, áóëà iíâàðiàíòíà ùîäî ãðóïè ïåðåòâîðåíü Ãàëi-

ëåÿ. Ó ïðàöi [196] îïèñàíî âñi ìîæëèâi ñèñòåìè ðiâíÿíü ðåàêöi¨�

êîíâåêöi¨�äèôóçi¨, iíâàðiàíòíi âiäíîñíî àëãåáðè Ãàëiëåÿ òà ¨¨ ðîç-

øèðåíü îïåðàòîðàìè ìàñøòàáíèõ i ïðî¹êòèâíèõ ïåðåòâîðåíü. Ó

öié ïðàöi, çîêðåìà, ïîêàçàíî, ùî ñèñòåìà ðiâíÿíü

Ut =

[(
λ1 0

2u
2

u1
λ2

)
Ux + µ

(
0

1

)
(u2)2

]
x

, (2.182)

äå µ � const (íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà ïîêëàñòè λ1 =

1, λ2 = λ) iíâàðiàíòíà âiäíîñíî óçàãàëüíåíî¨ àëãåáðè Ãàëiëåÿ

AG2(1, 1) iç áàçîâèìè ãåíåðàòîðàìè

∂t, ∂x, D = 2t∂t + x∂x +Q− u2∂u2 , G = t∂x + xQ,

Q = −1

2
u1∂u1 , Π = t2∂t + tx∂x +

(
1

2
x2 + t

)
Q− tu2∂u2

ïðè µ ̸= 0 òà àëãåáðè

⟨AG2(1, 1), u
2∂u2⟩

ïðè µ = 0.
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Îñêiëüêè ñèñòåìà ðiâíÿíü (2.182) çàäîâîëüíÿ¹ ïðèíöèï

âiäíîñíîñòi Ãàëiëåÿ i ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì ñèñòåìè (2.181), à êî-

åôiöi¹íòè ¨¨ êîíâåêòèâíèõ äîäàíêiâ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (2.3),

òî ïîñòàâèìî çàäà÷ó çàñòîñóâàííÿ ïåðåòâîðåíü P1 òà P2 äî çíà-

õîäæåííÿ íåëîêàëüíèõ àíçàöiâ, ðåäóêöi¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü (2.182)

äî ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i çíàõîäæåííÿ

òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (2.182).

2.7.1. Îáðàçè ñèñòåìè ðiâíÿíü õåìîòàêñèñó

(2.182) òà ¨õ ëi¨âñüêi ñèìåòði¨.

Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî ïðè µ ̸= 0 ñèñòåìà ðiâíÿíü

(2.182) çàìiíîþ:

t→ t

µ2
, x→ x

µ
, U → U

çâîäèòüñÿ äî âèãëÿäó (2.182) ïðè µ = 1. Òîìó íàäàëi áóäåìî

ââàæàòè, ùî µ ∈ {0, 1}.
Çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü P1 ñèñòåìà (2.182) çâîäèòüñÿ

äî âèãëÿäó

∂Z

∂x0
=

∂

∂x1

[(
1

(z1)2
0

− (λ+1)z2

(z1)3
λ

(z1)2

)
∂Z

∂x1
+ µ

(
0

1

)(
z2

z1

)2
]
. (2.183)

Òåîðåìà 2.6. Ìàêñèìàëüíîþ â ðîçóìiííi Ëi àëãåáðîþ iíâàði-

àíòíîñòi ñèñòåìè ðiâíÿíü (2.183) ¹ àëãåáðà ç áàçîâèìè ãåíåðà-

òîðàìè:

1) ïðè µ = 1

Abas = ⟨∂0 =
∂

∂x0
, ∂1 =

∂

∂x1
,

D1 = 2x0∂0 + x1∂1 − z2∂z2 ,

D2 = x1∂1 − z1∂z1 − z2∂z2⟩;

(2.184)

2) ïðè µ = 0

Abas, z2∂z2 . (2.185)



132 Ðîçäië 2. Íåëîêàëüíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

Íà ïiäñòàâi ïåðåòâîðåíü P2 ñèñòåìà ðiâíÿíü (2.182) íàáóäå

âèãëÿäó

∂Z

∂x0
=

∂

∂x1

[
1

(z2)2

(
−1 (λ+ 1) z

1

z2

−2 z
2

z1
λ+2

)
∂Z

∂x1
− µ

(z2)2
Z

]
. (2.186)

Òåîðåìà 2.7. Ìàêñèìàëüíà â ðîçóìiííi Ëi àëãåáðà iíâàðiàí-

òíîñòi ñèñòåìè ðiâíÿíü (2.186) çàëåæíî âiä çíà÷åíü êîåôiöi-

¹íòiâ λ òà µ çàäà¹òüñÿ òàêèìè áàçîâèìè ãåíåðàòîðàìè:

1) λ ̸= 1, µ = 1 :

Abas, Q = e−
x1
λ

(
λ∂1 + z1∂z1 + z2∂z2

)
, (2.187)

äå Abas = ⟨∂0 = ∂
∂x0
, ∂1 =

∂
∂x1
, D = 2x0∂0 + z2∂z2 , z

1∂z1⟩;

2) λ = 1, µ = 1 :

Abas, Q1 = ex1
(
∂1 − 2z1∂z1 − z2∂z2

)
,

Q2 = e−x1
(
∂1 + z1∂z1 + z2∂z2

)
;

(2.188)

3) λ = 1, µ = 0 :

Abas, D1 = x1∂1 − z2∂z2 ,

K = x21∂1 − 3x1z
1∂z1 − 2x1z

2∂z2 ;
(2.189)

4) λ ̸= 1, µ = 0 :

Abas, D2 = x1∂1 − z1∂z1 − z2∂z2 . (2.190)

Äîâåäåííÿ. Òåîðåìè 2.6, 2.7 äîâîäÿòü ñòàíäàðòíèì ìåòîäîì Ñ.

Ëi (äèâ., íàïðèêëàä, [140,159,181,184]).

Çàñòîñó¹ìî ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ îáðàçiâ (2.183), (2.186) òà ïå-

ðåòâîðåííÿ P1, P2 äëÿ çíàõîäæåííÿ íåëîêàëüíèõ àíçàöiâ, ÿêi ðå-

äóêóþòü ñèñòåìó ðiâíÿíü (2.182) äî ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü.
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Çàóâàæèìî, ùî ïåðåòâîðåííÿ P1 òà P2 ìàþòü äåÿêó ñïåöè-

ôiêó ùîäî ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié îáðàçiâ ñèñòåìè (2.182). Öÿ ñïåöè-

ôiêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî îïåðàòîðè àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi îáðà-

çiâ, êîåôiöi¹íòè ÿêèõ ëiíiéíî çàëåæàòü âiä çìiííî¨ x1, ïiä äi-

¹þ ïåðåòâîðåíü, îáåðíåíèõ äî (2.5), (2.7) àáî (2.5), (2.7), (2.12)

ïåðåõîäÿòü â ëi¨âñüêi îïåðàòîðè àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi ñèñòåìè

ðiâíÿíü (2.182). Òîìó âèêëþ÷èìî ç ðîçãëÿäó àëãåáðè îïåðàòîðiâ

iíâàðiàíòíîñòi ïåðøîãî îáðàçó (2.184), (2.185), àëãåáðó iíâàðiàí-

òíîñòi äðóãîãî îáðàçó (2.190) òà äåÿêi ïiäàëãåáðè àëãåáð (2.187),

(2.188), (2.189), ÿêi íå ìiñòÿòü îïåðàòîðiâ Q,Q1, Q2 òà K.

2.7.2. Ëi¨âñüêi àíçàöè äðóãîãî îáðàçó.

Çàñòîñóâàâøè ìåòîäè çíàõîäæåííÿ íååêâiâàëåíòíèõ ëi¨â-

ñüêèõ àíçàöiâ (äèâ., íàïðèêëàä, [140,184]) àëãåáð (2.187)�(2.189),

îòðèìó¹ìî íàñòóïíi ðåçóëüòàòè.

I. λ ̸= 1, µ = 1. Íååêâiâàëåíòíi îäíîâèìiðíi ïiäàëãåáðè àëãåáðè

(2.187), ÿêi ïðèâîäÿòü äî íåëîêàëüíèõ àíçàöiâ ñèñòåìè (2.182),

ìàþòü âèãëÿä

X1 = c2D + c3z
1∂z1 +Q = 2c2x0∂0 + λe−

x1
λ ∂1+

+
(
e−

x1
λ + c3

)
z1∂z1 +

(
e−

x1
λ + c2

)
z2∂z2 ,

(2.191)

X2 = c0∂0 + c3z
1∂z1 +Q = c0∂0 + λe−

x1
λ ∂1+

+
(
e−

x1
λ + c3

)
z1∂z1 + e−

x1
λ z2∂z2 .

(2.192)

Îïåðàòîðè X1, X2 ïîðîäæóþòü òàêi ëi¨âñüêi àíçàöè äëÿ ñèñòåìè

ðiâíÿíü (2.186):

z1 = xm0 e
x1
λ φ1(ω), z2 = x

1
2
0 e

x1
λ φ2(ω),

ω = p lnx0 + e
x1
λ , p = − 1

2c2
, m =

c3
2c2

,
(2.193)

z1 = emx0+
x1
λ φ1(ω), z2 = e

x1
λ φ2(ω),

ω = px0 + e
x1
λ , p = − 1

c0
, m =

c3
c0
,

(2.194)
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äå φ1 = φ1(ω), φ2 = φ2(ω) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨.

II. λ = µ = 1. Íååêâiâàëåíòíi îäíîâèìiðíi ïiäàëãåáðè àëãåáðè

(2.188), ÿêi ïðèâîäÿòü äî íåëîêàëüíèõ àíçàöiâ ñèñòåìè (2.182),

ìàþòü âèãëÿä

X3 = 2c2x0∂0 + e−x1∂1 +
(
e−x1 + c3

)
z1∂z1+

+
(
e−x1 + c2

)
z2∂z2 ,

X4 = c0∂0 + e−x1∂1 +
(
e−x1 + c3

)
z1∂z1 + e−x1z2∂z2 ,

X5 = 2x0∂0 +
(
c4e

x1 + c5e
−x1
)
∂1+

+
(
c5e

−x1 − 2c4e
x1 + c3

)
z1∂z1+

+
(
c5e

−x1 − c4e
x1 + 1

)
z2∂z2 ,

X6 = ∂0 +
(
c4e

x1 + c5e
−x1
)
∂1+

+
(
c5e

−x1 − 2c4e
x1 + c3

)
z1∂z1+

+
(
c5e

−x1 − c4e
x1
)
z2∂z2 ,

X7 = 2c2x0∂0 + (ex1 + c1) ∂1 +
(
−2e−x1 + c3

)
z1∂z1+

+(−ex1 + c2) z
2∂z2 ,

X8 = c0∂0 + (ex1 + c1) ∂1+

+(−2ex1 + c3) z
1∂z1 − ex1z2∂z2 .

(2.195)

Îïåðàòîðè X3, ..., X8 ïîðîäæóþòü òàêi ëi¨âñüêi àíçàöè äëÿ ñè-

ñòåìè ðiâíÿíü (2.186):

z1 = xm0 e
x1φ1(ω),

z2 = x
1
2
0 e

x1φ2(ω),

ω = p lnx0 + ex1(
p = − 1

2c2
, m =

c3
2c2

)
;
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z1 = emx0+x1φ1(ω),

z2 = ex1φ2(ω),

ω = px0 + ex1(
p = − 1

c2
, m =

c2
c0

)
;

z1 = xk0e
x1
(
m2e2x1 + 1

)− 3
2 φ1(ω),

z2 = x
1
2
0 e

x1
(
m2e2x1 + 1

)−1
φ2(ω),

ω = p lnx0 + tan−1 (mex1)(
p = −1

2

√
c4c5, m =

√
c4
c5
, k =

1

2
c3, c4c5 > 0

)
;

z1 = ekx0+x1
(
m2e2x1 + 1

)− 3
2 φ1(ω),

z2 = ex1
(
m2e2x1 + 1

)−1
φ2(ω),

ω = px0 + tan−1 (mex1)(
p = −

√
c4c5, m =

√
c4
c5
, k = c3

)
;

z1 = xm0 e
−2x1φ1(ω),

z2 = x
p+ 1

2
0 e−x1φ2(ω),

ω = xp0
(
1 + ke−x1

)(
k = c1, p =

c1
2c2

, m =
2c1 + c3

2c2

)
;

z1 = emx0−2x1φ1(ω),

z2 = epx0−x1φ2(ω),

ω = epx0
(
1 + ke−x1

)(
k = c1, m =

2c1 + c3
c0

, p =
c1
c0

)
.

(2.196)

III. λ = 1, µ = 0. Íååêâiâàëåíòíi îäíîâèìiðíi ïiäàëãåáðè

àëãåáðè (2.188), ÿêi ïðèâîäÿòü äî íåëîêàëüíèõ àíçàöiâ ñèñòåìè
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(2.182), ìàþòü âèãëÿä

X9 = 2c2x0∂0 + x21∂1 − (3x1 − c3)z
1∂z1 − (2x1 − c2)z

2∂z2 ,

X10 = 2c2x0∂0 + (x21 − 1)∂1 − (3x1 − c3)z
1∂z1+

+(−2x1 + c2)z
2∂z2 ,

X11 = 2c2x0∂0 + (x21 + 1)∂1 − (3x1 − c3)z
1∂z1+

+(−2x1 + c2)z
2∂z2 ,

X12 = c0∂0 + x21∂1 − (3x1 − c3)z
1∂z1 − 2x1z

2∂z2 ,

X13 = c0∂0 + (x21 − 1)∂1 − (3x1 − c3)z
1∂z1 − 2x1z

2∂z2 ,

X14 = c0∂0 + (x21 + 1)∂1 − (3x1 − c3)z
1∂z1 − 2x1z

2∂z2 .

(2.197)

Îïåðàòîðè X9, ..., X14 ïîðîäæóþòü òàêi ëi¨âñüêi àíçàöè äëÿ ñè-

ñòåìè ðiâíÿíü (2.186):

z1 = xm0 x
−3
1 φ1(ω), z2 = x

1
2
0 x

−2
1 φ2(ω),

ω = p lnx0 + x−1
1 ;

z1 = xm0
(
x21 − 1

)− 3
2 φ1(ω), z2 = x

1
2
0

(
x21 − 1

)−1
φ2(ω),

ω = p lnx0 + tanh−1 x1;

z1 = xm0
(
x21 + 1

)− 3
2 φ1(ω), z2 = x

1
2
0

(
x21 + 1

)−1
φ2(ω),

ω = p lnx0 + tan−1 x1;

z1 = emx0x−3
1 φ1(ω), z2 = x−2

1 φ2(ω),

ω = px0 + x−1
1 ;

(2.198)

z1 = emx0
(
x21 − 1

)− 3
2 φ1(ω), z2 =

(
x21 − 1

)− 3
2 φ2(ω),

ω = px0 + tanh−1 x1;

z1 = emx0
(
x21 + 1

)− 3
2 φ1(ω), z2 =

(
x21 + 1

)−1
φ2(ω),

ω = px0 + tan−1 x1.

Ó ïåðøèõ òðüîõ àíçàöàõ (2.198) p = 1
2c2
, m = c3

2c2
, à â îñòàííiõ

òðüîõ p = 1
c0
, m = c3

c0
.
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2.7.3. Íåëîêàëüíi àíçàöè ñèñòåìè ðiâíÿíü õå-

ìîòàêñèñó

Ïîäiÿâøè ïåðåòâîðåííÿì, îáåðíåíèì äî P2, íà ëi¨âñüêi àí-

çàöè ñèñòåìè ðiâíÿíü (2.186), ÿêi çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè (2.193),

(2.194), (2.196), (2.198), îäåðæèìî íåëîêàëüíi àíçàöè äëÿ ñèñòå-

ìè (2.182). Ïåðåõiä âiä ëi¨âñüêèõ àíçàöiâ äî íåëîêàëüíèõ íàâå-

äåìî íà ïðèêëàäi àíçàöó (2.193).

Ïîäi¹ìî íà àíçàö (2.193) ïåðåòâîðåííÿì (2.7). ßê íàñëi-

äîê, îäåðæèìî

∂w1

∂x1
= xm0 e

x1
λ φ1(ω),

∂w2

∂x1
= x

1
2
0 e

x1
λ φ2(ω),

ω = p lnx0 + e
x1
λ .

(2.199)

Ïðîâiâøè iíòåãðóâàííÿ çà çìiííîþ x1 ó ôîðìóëàõ (2.199),

îòðèìà¹ìî

w1 = xm0 λΦ
1(ω), w2 = x

1
2
0 λΦ

2(ω), ω = p lnx0 + e
x1
λ , (2.200)

äå Φ1(ω) òà Φ2(ω) � ïåðâiñíi âiäïîâiäíî äëÿ φ1(ω) òà φ2(ω).

Çàñòîñóâàâøè äî (2.200) ïåðåòâîðåííÿ (2.6), îäåðæèìî

v1 = tmλΦ1(ω), x = t
1
2λΦ2(ω), ω = p ln t+ e

v2

λ , (2.201)

Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè iíâàðiàíòíi çìiííi λΦ2 òà ω,ôîðìóëè (2.201)

çàïèøåìî òàê:

v1 = tmλΦ1(ω), v2 = λ ln(λΦ2(ω)− p ln t), ω = t−
1
2x. (2.202)

Ïîäiÿâøè ïåðåòâîðåííÿì (2.5) íà ôîðìóëè (2.202), îòðèìà¹ìî

u1 = tmλφ1(ω)t−
1
2 , u2 = λ

λΦ̇2(ω)t−
1
2

λΦ2(ω)− p ln t
, ω = t−

1
2x. (2.203)

ßêùî â ôîðìóëàõ (2.203) ââåñòè òàêi ïîçíà÷åííÿ:

λφ1(ω) = ψ1(ω), λΦ2(ω) = ψ2(ω), m− 1

2
= k,



138 Ðîçäië 2. Íåëîêàëüíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

äå ψ1 = ψ1(ω), ψ2 = ψ2(ω) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨, k � äîâiëü-

íà ñòàëà, òî îñòàòî÷íî ìà¹ìî íåëîêàëüíèé àíçàö äëÿ ñèñòåìè

ðiâíÿíü (2.182):

u1 = tkψ1(ω), u2 = λt−
1
2

ψ̇2(ω)

ψ2(ω)− p ln t
,

ω = t−
1
2x.

(2.204)

Çäiéñíèâøè àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ ùîäî àíçàöiâ (2.194),

(2.196), (2.198), îòðèìà¹ìî íåëîêàëüíi àíçàöè äëÿ (2.182). Àíçàö

(2.194) ïåðåõîäèòü ó àíçàö

u1 = emtψ1(ω), u2 = λ
ψ̇2(ω)

ψ2(ω)− pt
, ω = x. (2.205)

Àíçàöè (2.204) i (2.205) ìîæëèâi ó âèïàäêó I. λ ̸= 1, µ = 1.

Ó âèïàäêó II. λ = µ = 1 ëi¨âñüêi àíçàöè (2.196) ïiä äi¹þ ïåðå-

òâîðåííÿ, îáåðíåíîãî äî P2 ïåðåõîäÿòü ó òàêi íåëîêàëüíi àíçàöè

äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (2.182):

u1 = tkψ1(ω), u2 = t−
1
2

ψ̇2(ω)

ψ2(ω)− p ln t
, ω = t−

1
2x;

u1 = emtψ1(ω), u2 =
ψ̇2(ω)

ψ2(ω)− pt
, ω = x;

u1 = tnψ1(ω) cosα, u2 = 2t−
1
2
ψ̇2(ω)

sin 2α
, ω = t−

1
2x,

α = ψ2(ω)− p ln t;

u1 = ektψ1(ω) cosα, u2 = 2
ψ̇2(ω)

sin 2α
, ω = x, α = ψ2(ω)− pt;

u1 = tq(ψ2(ω)− tp)ψ1(ω), u2 = −t−
1
2

ψ̇2(ω)

ψ2(ω)− tp
,

ω = t−
1
2x;

u1 = eqt(ψ2(ω)− ept)ψ1(ω), u2 = − ψ̇2(ω)

ψ2(ω) + ept
, ω = x,

(2.206)

äå p, q, k,m, n � äîâiëüíi ñòàëi.
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Çàóâàæèìî, ùî ïåðøi äâà àíçàöè (2.206) ¹ ÷àñòèííèìè

âèïàäêàìè àíçàöiâ (2.204), (2.205) ïðè λ = 1.

Ëi¨âñüêi àíçàöè (2.198) ó âèïàäêó III. λ = 1, µ = 0 ïiä äi¹þ

ïåðåòâîðåííÿ, îáåðíåíîãî äî P2, ïåðåõîäÿòü ó òàêi íåëîêàëüíi

àíçàöè äëÿ ñèñòåìè (2.182):

u1 = tkαψ1(ω), u2 = −t−
1
2α−2ψ̇2(ω), ω = t−

1
2x;

u1 = tkψ1(ω) coshα, u2 = t−
1
2
ψ̇2(ω)

cosh2 α
, ω = t−

1
2x;

u1 = tkψ1(ω) cosα, u2 = t−
1
2
ψ̇2(ω)

cos2 α
, ω = t−

1
2x;

u1 = emtβψ1(ω), u2 = −β−2ψ̇2(ω), ω = x;

u1 = emtψ1(ω) cosh β, u2 =
ψ̇2(ω)

cosh2 β
, ω = x;

u1 = emtψ1(ω) cos β, u2 =
ψ̇2(ω)

cos2 β
, ω = x,

(2.207)

äå α = ψ2(ω)− p ln t, β = ψ2(ω)− pt.

2.7.4. Íåëîêàëüíi îïåðàòîðè iíâàðiàíòíîñòi ñè-

ñòåìè ðiâíÿíü õåìîòàêñèñó.

Íàÿâíiñòü íåëîêàëüíèõ àíçàöiâ äëÿ ñèñòåìè (2.182) îçíà-

÷à¹ íàÿâíiñòü íåëîêàëüíèõ îïåðàòîðiâ iíâàðiàíòíîñòi ðîçãëÿäó-

âàíî¨ ñèñòåìè. Òîìó ïðèðîäíî ïîñòàâèòè çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ

òàêèõ îïåðàòîðiâ. Öþ çàäà÷ó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè, ïîäiÿâøè íà

ëi¨âñüêi îïåðàòîðè X1, . . . , X14 äðóãîãî îáðàçó ñèñòåìè (2.182)

îáåðíåíèì ïåðåòâîðåííÿì P2. Ïðîiëþñòó¹ìî öå íà ïðèêëàäi îïå-

ðàòîðà X1.

Ïîäi¹ìî îïåðàòîðîì X1 íà ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü (2.186) âèãëÿäó

z1 − f 1(x0, x1) = 0,

z2 − f 2(x0, x1) = 0.
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ßê íàñëiäîê, îòðèìà¹ìî òàêó ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü:

2c2x0
∂z1

∂x0
+ λe−

x1
λ
∂z1

∂x1
−
(
e−

x1
λ + c3

)
z1 = 0,

2c2x0
∂z2

∂x0
+ λe−

x1
λ
∂z2

∂x1
−
(
e−

x1
λ + c2

)
z2 = 0.

(2.208)

Çàñòîñó¹ìî äî ñèñòåìè (2.208) ïåðåòâîðåííÿ (2.7). Òîäi

2c2x0
∂2w1

∂x0∂x1
+ λe−

x1
λ
∂2w1

∂x21
−
(
e−

x1
λ + c3

) ∂w1

∂x1
= 0,

2c2x0
∂2w2

∂x0∂x1
+ λe−

x1
λ
∂2w2

∂x21
−
(
e−

x1
λ + c2

) ∂w2

∂x1
= 0.

(2.209)

Ïðîiíòåãðóâàâøè ðiâíÿííÿ (2.209) çà çìiííîþ x1, îäåðæèìî

2c2x0
∂w1

∂x0
+ λe−

x1
λ
∂w1

∂x1
− c3w

1 = 0,

2c2x0
∂w2

∂x0
+ λe−

x1
λ
∂w2

∂x1
− c2w

2 = 0.

(2.210)

Çàñòîñóâàâøè äî ñèñòåìè ðiâíÿíü (2.210) ïåðåòâîðåííÿ (2.12),

ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

2c2t
∂v1

∂t
+ c2x

∂v1

∂x
− c3v

1 = 0,

2c2t
∂v2

∂t
+ c2x

∂v2

∂x
− λe−

v2

λ = 0.

(2.211)

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (2.211) çà çìiííîþ x òà

âèêîðèñòàâøè ïåðåòâîðåííÿ (2.5), îòðèìà¹ìî

2c2t
∂u1

∂t
+ c2x

∂u1

∂x
+ (c2 − c3)u

1 = 0,

2c2t
∂u2

∂t
+ c2x

∂u2

∂x
+
(
c2 + e−

v2

λ

)
u2 = 0.

Âðàõóâàâøè, ùî c2 = − 1
2p
, c3 = −m

p
(äèâ. (2.193)), çíàõîäèìî

2t
∂u1

∂t
+ x

∂u1

∂x
− (2m− 1)u1 = 0,

2t
∂u2

∂t
+ x

∂u2

∂x
−
(
2pe−

v2

λ − 1
)
u2 = 0.

(2.212)
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Iç ñèñòåìè (2.212) îäåðæó¹ìî, ùî íåëîêàëüíèé îïåðàòîð,

ÿêèé âiäïîâiäà¹ ëi¨âñüêîìó îïåðàòîðó (2.191) i ïîðîäæó¹ àíçàö

(2.204), íàáóâà¹ âèãëÿäó

Q1 = 2t∂t + x∂x + (2m− 1)u1∂u1+
(
2pe−

v2

λ − 1
)
u2∂u2 , (2.213)

äå v2 =
∫
u2dx. Àíàëîãi÷íî îòðèìóþòüñÿ iíøi íåëîêàëüíi îïå-

ðàòîðè, ÿêi âiäïîâiäàþòü ëi¨âñüêèì îïåðàòîðàì (2.192), (2.195),

(2.197) i ïîðîäæóþòü àíçàöè (2.205), (2.206) òà (2.207). Íàâåäåìî

¨õ îñòàòî÷íèé âèãëÿä:

Q2 = ∂t +mu1∂u1 + pe−
v2

λ u2∂u2 ,

Q3 = 2t∂t+x∂x + (2m− 1)u1∂u1 +
(
2pe−

v2

λ − 1
)
u2∂u2 ,

Q4 = ∂t +mu1∂u1 + pe−v
2

u2∂u2 ,

Q5 = 2t∂t + x∂x +
(
2mpev

2

+ 2k − 1
)
u1∂u1−

−
(
2mpev

2 − 2p

m
e−v

2

+ 1

)
u2∂u2 ,

Q6 = ∂t+
(
mpev

2

+ k
)
u1∂u1 −

(
mpev

2 − p

m
e−v

2
)
u2∂u2 ,

Q7 = 2t∂t+x∂x −
(
2p

k
ev

2

+ 4p− 2m+1

)
u1∂u1+

+

(
2p

k
ev

2 − 1

)
u2∂u2 ,

Q8 = ∂t −
(p
k
ev

2

+ 2p−m
)
u1∂u1 +

p

k
ev

2

u2∂u2 ,

Q9 = 2t∂t+x∂x −
(
2pv2+1−2m

)
u1∂u1+

(
4pv2 − 1

)
u2∂u2 ,

Q10 = Q9,

Q11 = Q9,

Q12 = ∂t −
(
pv2 −m

)
u1∂u1 + 2pv2u2∂u2 ,

Q13 = Q12,

Q14 = Q12.

(2.214)

Ïðîàíàëiçóâàâøè âèãëÿä îïåðàòîðiâ (2.213), (2.214), ïðè-
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õîäèìî äî âèñíîâêó, ùî âîíè ¹ îïåðàòîðàìè ïîòåíöiéíèõ ñèìå-

òðié ñèñòåìè (2.182).

2.7.5. Ðåäóêîâàíi ñèñòåìè çâè÷àéíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ ñèñòåìè

ðiâíÿíü õåìîòàêñèñó

Ïiäñòàâèâøè çíàéäåíi íåëîêàëüíi àíçàöè â ñèñòåìó ðiâ-

íÿíü (2.182), ïiñëÿ äåùî ãðîìiçäêèõ ïåðåòâîðåíü îäåðæó¹ìî òà-

êi ðåäóêîâàíi ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ

âèçíà÷åíííÿ ôóíêöié ψ1(ω), ψ2(ω) :

I. λ ̸= 1, µ = 1 :

ψ̈1 +
1

2
ωψ̇1 − kψ1 = 0,

λψ̈2 + 2
ψ̇1

ψ1
ψ̇2 +

1

2
ωψ̇2 + p = 0;

(2.215)

ψ̈1 −mψ1 = 0,

λψ̈2 + 2
ψ̇1

ψ1
ψ̇2 + p = 0.

(2.216)

II. λ = µ = 1 :

ψ̈1 +
1

2
ωψ̇1 − kψ1 = 0,

ψ̈2 + 2
ψ̇1

ψ1
ψ̇2 +

1

2
ωψ̇2 + p = 0;

(2.217)

ψ̈1 −mψ1 = 0,

ψ̈2 + 2
ψ̇1

ψ1
ψ̇2 + p = 0;

(2.218)

ψ̈1 +
1

2
ωψ̇1 −

((
ψ̇2
)2

+ n

)
ψ1 = 0,

ψ̈2 + 2
ψ̇1

ψ1
ψ̇2 +

1

2
ωψ̇2 + p = 0;

(2.219)
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ψ̈1 −
((

ψ̇2
)2

+ k

)
ψ1 = 0,

ψ̈2 + 2
ψ̇1

ψ1
ψ̇2 + p = 0;

(2.220)

ψ̈1 +
1

2
ωψ̇1 − (p+ q)ψ1 = 0,

ψ̈2 + 2
ψ̇1

ψ1
ψ̇2 +

1

2
ωψ̇2 + pψ2 = 0;

(2.221)

ψ̈1 − (p+ q)ψ1 = 0,

ψ̈2 + 2
ψ̇1

ψ1
ψ̇2 + pψ2 = 0.

(2.222)

III. λ = 1, µ = 0 :

Ïåðøi òðè àíçàöè (2.207) ðåäóêóþòü ñèñòåìó äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü (2.182) äî òàêî¨ ñèñòåìè:

ψ̈1 +
1

2
ωψ̇1 −

(
r
(
ψ̇2
)2

+ k

)
ψ1 = 0,

ψ̈2 + 2
ψ̇1

ψ1
ψ̇2 +

1

2
ωψ̇2 + p = 0,

(2.223)

äå r = −1, 0, 1.

Îñòàííi òðè àíçàöè (2.207) ðåäóêóþòü ñèñòåìó (2.182) äî

ñèñòåìè âèãëÿäó

ψ̈1 +
1

2
ωψ̇1 −

(
r
(
ψ̇2
)2

+ k

)
ψ1 = 0,

ψ̈2 + 2
ψ̇1

ψ1
ψ̇2 +

1

2
ωψ̇2 + p = 0.

(2.224)

2.7.6. Òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü

õåìîòàêñèñó

ßêùî ðîçâ'ÿçàòè ðåäóêîâàíi ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü (2.215)�(2.224) òà âèêîðèñòàòè âiäïîâiäíi àíçà-

öè, òî îòðèìà¹ìî òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü (2.182). Íà-

âåäåìî äåÿêi ç íèõ:
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1. λ ̸= 1, µ = 1 :

u1 = c1t
− 1

2 e
∫ x√

t
0 A−1(τ)e

τ2

4 − τ
2 dτ ,

u2 = λt−
1
2

c2e
x2

4tA− 2
λ

(
t−

1
2x
)

c2
∫ x√

t

0 e
τ2

4λA− 2
λ (τ)dτ + c3 − p ln t

;

(2.225)

u1 = e−t cosx,

u2 = λ
cos−

2
λ x
(∫

cos
2
λ xdx+ c1

)
∫
cos−

2
λ x
(∫

cos
2
λ xdx+ c1

)
dx+ λt

.
(2.226)

2. λ = µ = 1 :

u1 = e−t cosx,

u2 =
2 (x+ c1) + sin 2x

(x+ c1) sin 2x+ 4t cos2 x
;

(2.227)

u1 = e−s
2t cos sx− e−l

2t cos lx,

u2 =
s sin sx cos lx− l sin lx cos sx

cos lx (cos sx+ e−s2t cos lx)
.

(2.228)

3. λ = 1, µ = 0 :

u1 = e−t ((x+ c1) sinx+ 2t cosx) ,

u2 =
2 (x+ c1) + sin 2x

((x+ c1) sinx+ 2t cosx)2
.

(2.229)

Ó ðîçâ'ÿçêàõ, íàâåäåíèõ âèùå, c1, c2, c3, s, l � äîâiëüíi ñòà-

ëi,

A = A(τ) =

∫ τ

0

e
σ2

4 dσ.

Âiçóàëiçó¹ìî îòðèìàíi ðîçâ'ÿçêè (2.225)�(2.229) ñèñòåìè

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2.182) çà äîïîìîãîþ ãðàôiêiâ çà íà-

ïåðåä çàäàíèõ çíà÷åíü ñòàëèõ c1, c2, c3, s, l. Ïðîiëþñòðó¹ìî ñêà-

çàíå âèùå äëÿ ðîçâ'ÿçêó (2.229), âèáðàâøè c1 = 0 (äèâ. ðèñ. 2.3,

2.4).

Çàóâàæèìî, ùî îòðèìàíi ðîçâ'ÿçêè ïðè t→ ∞ îáìåæåíi.

Öå äà¹ ïiäñòàâè ïðèïóñòèòè, ùî ¨õ ìîæíà çàñòîñîâóâàòè ïiä ÷àñ

îïèñó êîíêðåòíèõ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷.
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Ðèñ. 2.3: Ãðàôiê ôóíêöi¨ u1 ðîçâ'ÿçêó (2.229)

ïðè t ∈ [−2, 2], x ∈ [−2, 2]

Ðèñ. 2.4: Ãðàôiê ôóíêöi¨ u2 ðîçâ'ÿçêó (2.229)

ïðè t ∈ [−2, 2], x ∈ [−2, 2]
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2.8. Ñèñòåìà ðiâíÿíü õåìîòàêñèñó ç ðå-

àêòèâíèì òà êîíâåêòèâíèì äîäàí-

êàìè

Ó [55] ðîçãëÿíóòî ñèñòåìó(
u1

u2

)
t

= ∂x

[(
λ1

f(u1)u2
0

λ2

)(
u1

u2

)
x

]
+

(
h1

h2

)
, (2.230)

äå u1 = u1(t, x), u2 = u2(t, x), g1 = g1(u1, u2), g2(u1, u2), f = f(u1)

� äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨. Ñèñòåìà (2.230) ¹ óçàãàëüíåííÿì ñè-

ñòåìè (2.180) íà âèïàäîê äîâiëüíîãî ðåàêòèâíîãî äîäàíêà

H(U) =

(
h1(U)

h2(U)

)
.

Ó ïðàöi [55] ïðîâåäåíî ïîâíó ñèìåòðiéíó êëàñèôiêàöiþ

ñèñòåìè (2.230) çà âñiõ ìîæëèâèõ ãëàäêèõ ôóíêöié f(u1) òà ha =

= ha(u1, u2), (a = 1, 2).

Ó [196] ðîçãëÿíóòî âñi ìîæëèâi ñèñòåìè ðåàêöi¨�êîíâåê-

öi¨�äèôóçi¨ âèãëÿäó

Ut = ∂x[F (U)Ux] +G(U)Ux +H(U), (2.231)

ÿêi ¹ óçàãàëüíåííÿì ñèñòåìè (2.230) íà âèïàäîê äîâiëüíî¨ ìà-

òðèöi äèôóçi¨

F (U) =

(
f 11

f 21

f 12

f 22

)
òà êîíâåêöi¨

G(U) =

(
g11

g21
g12

g22

)
,

äå fab = fab(u1, u2), gab = gab(u1, u2) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨.
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Ó ïðàöi [196] âñòàíîâëåíî âèãëÿä íåëiíiéíîñòåé F,G,H, çà

ÿêèõ ñèñòåìà (2.231) iíâàðiàíòíà âiäíîñíî óçàãàëüíåíî¨ àëãåáðè

Ãàëiëåÿ.

Çîêðåìà â [196] âñòàíîâëåíî, ùî ó âèïàäêó êîåôiöi¹íòà

äèôóçi¨

F (U) =

(
λ1

f(u1)u2
0

λ2

)
(2.232)

ñèñòåìà (2.231) ¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî óçàãàëüíåíî¨ àëãåáðè Ãà-

ëiëåÿ, ÿêùî âîíà ìà¹ âèãëÿä

Ut = ∂x

[(
1

2u
2

u1

0

λ

)
Ux

]
+

(
m1u

1

m2u
2

0

0

)
Ux+

+

(
n1u

1

n2u
2

)
(u2)2,

(2.233)

äå λ,m1,m2, n1, n2 � äîâiëüíi ñòàëi.

Ó ïiäðîçäiëi 2.2 òà 2.3 ðåàëiçîâàíî ìåòîä, çàïðîïîíîâàíèé

â ïiäðîçäiëi 2.1 äëÿ 2-õ ñèñòåì êîíâåêöi¨�äèôóçi¨, à ñàìå ñèñòåìè

ðiâíÿíü âàí äåð Âààëüñà (2.14) òà ñèñòåìè ðiâíÿíü õåìîòàêñèñó

ç äåðiâàòèâíîþ íåëiíiéíiñòþ âèãëÿäó (2.175). Âàæëèâîþ óìîâîþ

äëÿ çàñòîñóâàííÿ òàêîãî ìåòîäó áóëà âiäñóòíiñòü ó öèõ ñèñòåìàõ

ðåàêòèâíèõ äîäàíêiâ.

Ïåðåòâîðåííÿ P1 òà P2 áóäóòü ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåí-

òíîñòi ñèñòåìè (2.231) ëèøå ïðè âiäñóòíîñòi ðåàêòèâíîãî äîäàí-

êà (H(U) = 0) òà çà óìîâ (2.3). Àëå, ÿêùî çíàéòè ïåðåòâî-

ðåííÿ, äîäàòêîâi äî P1 ÷è P2, ÿêi çâåäóòü ñèñòåìó (2.231) ïðè

(H(U) ̸= 0) äî ñèñòåìè (2.4), òî öåé ìåòîä ìîæëèâî çàñòîñóâàòè

i äî ñèñòåìè (2.231) ïðè (H(U) ̸= 0).

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ïðîiëþñòðó¹ìî ìåòîä, çàïðîïîíîâàíèé

ó ïiäðîçäië 2.1, íà ïðèêëàäi ñèñòåìè ðiâíÿíü õåìîòàêñèñó çà íà-

ÿâíîñòi ÿê êîíâåêòèâíîãî, òàê i ðåàêòèâíîãî äîäàíêiâ.

ßêùî â ñèñòåìi (2.233) âèáðàòè m1 = n2 = 0, λ = 1,

n1 = −µ1 ̸= 0, m2 = −4µ2, äå µ1, µ2 � äîâiëüíi ñòàëi, òî îäåðæè-
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ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü õåìîòàêñèñó ç ðåàêòèâíîþ òà êîíâåêòèâíîþ

íåëiíiéíiñòþ:

u1t = u1xx − µ1u
1
(
u2
)2
,

u2t = 2∂x

(
u2

u1
u1x

)
+ u2xx − 4µ2u

2u2x.
(2.234)

Çàìiíîþ Êîóëà-Õîïôà

t = t, x = x,
u1x
u1

= −1

2
v1, u2 = −1

2
v2, (2.235)

äå v1 = v1(t, x), v2 = v2(t, x) � íîâi íåâiäîìi ôóíêöi¨, ñèñòåìà

(2.234) çâîäèòüñÿ äî òàêî¨ ñèñòåìè:

v1t = v1xx − v1v1x + µ1v
2v2x,

v2t = v2xx − ∂x(v
1v2) + 2µ2v

2v2x.
(2.236)

ßê çàçíà÷àëîñÿ ó ïiäðîçäiëi 2.2, öÿ ñèñòåìà ¹ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü

âàí äåð Âààëüñà. Ñèñòåìà (2.236) øèðîêî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â

ìîëåêóëÿðíî-êiíåòè÷íié òåîði¨ ãàçiâ i ðiäèí. Öÿ ñèñòåìà äåùî

âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ñèñòåìè ðiâíÿíü (2.14), àëå âîíà âõîäèòü äî

ñêëàäó ñèñòåì êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ (2.2), ¨¨ êîåôiöi¹íòè çàäîâîëü-

íÿþòü óìîâè (2.3), òîìó âîíà çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü P1 i P2

ìîæå áóòè çâåäåíà äî âèãëÿäó (2.4).

Ïåðøèé îáðàç ñèñòåìè (2.236) âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü P1

ìà¹ áiäíó ëi¨âñüêó ñèìåòðiþ, òîìó éîãî iíâàðiàíòíi ëi¨âñüêi àí-

çàöè íå ïðèâîäÿòü äî íåëîêàëüíèõ àíçàöiâ ñèñòåìè (2.234).

Äðóãèé îáðàç ñèñòåìè (2.236), îòðèìàíèé âíàñëiäîê ïåðå-

òâîðåíü P2, íàáóâà¹ âèãëÿäó

Z0 = ∂1

[(
z2
)−2

Z1 +
1

2

(
z2
)−2

(
(z1)

2 − 2µ2z
1 + µ1

2 (z1 − µ2) z
2

)]
. (2.237)

Çðîáèâøè çàìiíó:

x0 = x0, x1 = x1, z1 → z1 + µ2, z2 = z2, (2.238)
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îäåðæèìî

Z0 = ∂1

[
(z2)

−2
Z1+

1
2
(z2)

−2

(
(z1)

2
+ ν

2z1z2

)]
, (2.239)

äå ν = µ1 − µ2
2.

Äîñëiäèìî ëi¨âñüêó iíâàðiàíòíiñòü ñèñòåìè (2.239). Çàóâà-

æèìî, ùî ïåðåòâîðåííÿìè:

x0 → θ−2x0, x1 → θ−1x1, z1 → θz1, z2 → z2, (2.240)

ñèñòåìó (2.239) ìîæíà çâåñòè äî òîãî ñàìîãî âèãëÿäó, àëå ïðè

ν = 0,±1.

Ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ ñòàíäàðòíîãî ìåòîäó Ëi (äèâ., íàïðè-

êëàä, [140,159,181,184]), îòðèìà¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.8. Ìàêñèìàëüíîþ â ðîçóìiííi Ëi àëãåáðîþ iíâàðiàí-

òíîñòi ñèñòåìè ðiâíÿíü (2.239) ¹ àëãåáðà, áàçèñíi ãåíåðàòîðè

ÿêî¨ ìàþòü âèãëÿä

1. ν = 0 :

∂0, ∂1, D1 = 2x0∂0 + z2∂z2 , Q = z2∂z1 ,

D2 = x1∂1 − I, K = x21∂1 − 2x1I + 2∂z1 ,
(2.241)

äå I = z1∂z1 + z2∂z2;

2. ν = −1 :

∂0, ∂1, D1, Q, Q1 = ex1(∂1 + ∂z1 − I),

Q2 = e−x1(∂1 + ∂z1 + I);
(2.242)

3. ν = 1 :

∂0, ∂1, D1, Q, Y1 = cosx1(∂1 − ∂z1) +sinx1I,

Y2 = sinx1(∂1 − ∂z1)− cosx1I.
(2.243)

Âèêîðèñòà¹ìî ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü (2.239)

äëÿ ïîáóäîâè ¨¨ iíâàðiàíòíèõ (ëîêàëüíèõ) àíçàöiâ. Ðîçãëÿíåìî

êîæåí âèïàäîê çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ν îêðåìî.
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I. ν = 0. Çàñòîñóâàâøè ìåòîäèêó ïîáóäîâè iíâàðiàíòíèõ

àíçàöiâ, çàïðîïîíîâàíó â [140], çíàõîäèìî íååêâiâàëåíòíi àíçà-

öè ñèñòåìè ðiâíÿíü (2.239) âèãëÿäó (áóäåìî íàâîäèòè òiëüêè òi

àíçàöè, ÿêi ïðèâîäÿòü äî íåëîêàëüíèõ àíçàöiâ ñèñòåìè (2.234)):

1) z1 = x−2
1

(
ϕ1(ω) + 2x1

)
, z2 = x−2

1 ϕ2(ω), ω = rx0 +
1

x1
;

2) z1 =
(
x21 + 1

)−1 (
ϕ1(ω) + 2x1

)
, z2 =

(
x21 + 1

)−1
ϕ2(ω),

ω = rx0 + arctanx1;

3) z1 =
(
x21 − 1

)−1 (
ϕ1(ω) + 2x1

)
, z2 =

(
x21 − 1

)−1
ϕ2(ω),

ω = rx0 + arctanx1;

4) z1 = x−2
1

(
ϕ1(ω) + 2x1

)
, z2 = x

1
2
0 x

−2
1 ϕ2(ω),

ω = p lnx0 +
1

x1
;

5) z1 =
(
x21+1

)−1(
ϕ1(ω)+2x1

)
, z2 = x

1
2
0

(
x21 + 1

)−1
ϕ2(ω),

ω = p lnx0 + arctanx1;

6) z1 =
(
x21−1

)−1(
ϕ1(ω)+2x1

)
, z2 = x

1
2
0

(
x21 − 1

)−1
ϕ2(ω),

ω = p lnx0 + arctanx1.

(2.244)

Ó ôîðìóëàõ (2.244) ϕ1 = ϕ1(ω), ϕ2 = ϕ2(ω) � äîâiëüíi ãëàä-

êi ôóíêöi¨, p � äîâiëüíà ñòàëà, r = ±1.

Çàóâàæèìî, ùî àíçàöè (2.244) ïîðîäæóþòüñÿ âiäïîâiäíî

òàêèìè îïåðàòîðàìè àëãåáðè (2.241):

X1 = r∂0 +K, X2 = r∂0 + ∂1 +K,

X3 = r∂0 − ∂1 +K, X4 =
1

2p
D1 +K,

X5 =
1

2p
D1 + ∂1 +K, X6 =

1

2p
D1 − ∂1 +K.

(2.245)

II. ν = −1. Íåêâiâàëåíòíi iíâàðiàíòíi àíçàöè, ÿêi ïîðî-

äæóþòüñÿ îïåðàòîðàìè àëãåáðè (2.242), ìàþòü âèãëÿä (ÿê i â

ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, íàâîäèìî ëèøå òi àíçàöè, ç ÿêèõ îòðè-
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ìóþòüñÿ íåëîêàëüíi àíçàöè ñèñòåìè (2.234)):

7) z1 = ex1ϕ1(ω)− 1, z2 = ex1ϕ2(ω), ω = rx0 + ex1 ;

8) z1 = erx0+x1ϕ1(ω)− 1, z2 = erx0+x1ϕ2(ω),

ω = rx0 + ln
(
ex

1

+ q
)
;

9) z1 =
ex1ϕ1(ω) + e2x1 − q2

(ex1 + q)2
, z2 =

ex1ϕ2(ω)

(ex1 + q)2
,

ω = rx0 +
1

ex1 + q
;

10) z1 =
ex1ϕ1(ω) + e2x1 − q2 − 1

(ex1 + q)2 + 1
, z2 =

ex1ϕ2(ω)

(ex1 + q)2 + 1
,

ω = rx0 + arctan(ex1 + q);

11) z1 =
ex1ϕ1(ω) + e2x1 − q2 + 1

(ex1 + q)2 − 1
, z2 =

ex1ϕ2(ω)

(ex1 + q)2 − 1
,

ω = rx0 + arctan(ex1 + q);

12) z1 = ex1ϕ1(ω)− 1, z2 = x
1
2
0 e

x1ϕ2(ω),

ω = p lnx0 + ex1 ;

13) z1 = xp0e
x1ϕ1(ω)− 1, z2 = x

p+ 1
2

0 ex1ϕ2(ω),

ω = xp0 (e
x1 + q) ;

14) z1 =
ex1ϕ1(ω) + e2x1 − q2

(ex1 + q)2
, z2 =

x
1
2
0 e

x1ϕ2(ω)

(ex1 + q)2
,

ω = p lnx0 +
1

ex1 + q
;

15) z1 =
ex1ϕ1(ω) + e2x1 − q2 − 1

(ex1 + q)2 + 1
, z2 =

x
1
2
0 e

x1ϕ2(ω)

(ex1 + q)2 + 1
,

ω = p lnx0 + arctan(ex1 + q);

16) z1 =
ex1ϕ1(ω) + e2x1 − q2 + 1

(ex1 + q)2 − 1
, z2 =

x
1
2
0 e

x1ϕ2(ω)

(ex1 + q)2 − 1
,

ω = p lnx0 + arctan(ex1 + q).

(2.246)
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Ó ôîðìóëàõ (2.246) q � äîâiëüíà ñòàëà.

Íàâåäåìî âiäïîâiäíi îïåðàòîðè àëãåáðè (2.242), ÿêi ïîðî-

äæóþòü àíçàöè (2.246):

X7 = r∂0 +Q2,

X8 = r∂0 + ∂1 +Q2,

X9 = r∂0 + 2q∂1 +Q1 + q2Q2,

X10 = r∂0 + 2q∂1 +Q1 +
(
q2 + 1

)
Q2,

X11 = r∂0 + 2q∂1 +Q1 +
(
q2 − 1

)
Q2,

X12 = − 1

2p
D1 +Q2,

X13 = − 1

2p
D1 + ∂1 + qQ2,

X14 =
1

2p
D1 + 2q∂1 +Q1 + q2Q2,

X15 = − 1

2p
D1 + 2q∂1 +Q1 +

(
q2 + 1

)
Q2,

X16 =
1

2p
D1 + 2q∂1 +Q1 +

(
q2 − 1

)
Q2.

(2.247)

III. ν = 1. ßê i â ïîïåðåäíiõ äâîõ âèïàäêàõ, íàâåäåìî

òiëüêè òi íååêâiâàëåíòíi àíçàöè, ïîðîäæåíi îïåðàòîðàìè àëãåáðè

(2.243), ÿêi ïðèâîäÿòü äî íåëîêàëüíèõ àíçàöiâ ñèñòåìè (2.234).

17) z1 = (y2 + 1)ϕ1(ω)− y, z2(y2 + 1)ϕ2(ω), ω = rx0 + y;

18)z1 =
(y2 + 1)ϕ1(ω)− qy + 1

y + q
, z2 =

(y2 + 1)ϕ2(ω)

y + q
,

ω = rx0 + ln(y + q);

19) z1 =
(y2 + 1)ϕ1(ω) + (1− q2)y + 2q

(y + q)2
,

z2 =
(y2 + 1)ϕ2(ω)

(y + q)2
, ω = rx0 +

1

y + q
;
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19) z1 =
(y2 + 1)ϕ1(ω) + (1− q2)y + 2q

(y + q)2
,

z2 =
(y2 + 1)ϕ2(ω)

(y + q)2
, ω = rx0 +

1

y + q
;

20) z1 =
(y2 + 1)ϕ1(ω) + (1− q2 − n2) y + 2q

(y + q)2 + n2
,

z2 =
(y2 + 1)ϕ2(ω)

(y + q)2 + n2
, ω = rx0 +

1

n
arctan

y + q

n
;

21) z1 =
(y2 + 1)ϕ1(ω) + (1− q2 +m2) y + 2q

(y + q)2 −m2
,

z2 =
(y2 + 1)ϕ2(ω)

(y + q)2 −m2
, ω = rx0 +

1

m
arctan

y + q

m
;

22) z1 =
(
y2 + 1

)
ϕ1(ω)− y, z2 = x

1
2
0

(
y2 + 1

)
ϕ2(ω),

ω = p lnx0 + y;

23) z1 =
(y2 + 1)ϕ1(ω)− qy + 1

y + q
, z2 = x

1
2
0

(y2 + 1)ϕ2(ω)

y + q
,

ω = xp0(y + q);

24) z1 =
(y2 + 1)ϕ1(ω) + (1− q2) y + 2q

(y + q)2
,

z2 = x
1
2
0

(y2 + 1)ϕ2(ω)

(y + q)2
, ω = p lnx0 +

1

y + q
;

25) z1 =
(y2 + 1)ϕ1 + (1− q2 − n2) y + 2q

(y + q)2 + n2
,

z2 = x
1
2
0

(y2 + 1)ϕ2(ω)

(y + q)2 + n2
, ω = p lnx0 +

1

n
arctan

y + q

n
;

26) z1 =
(y2 + 1)ϕ1 + (1− q2 +m2) y + 2q

(y + q)2 −m2
,

z2 = x
1
2
0

(y2 + 1)ϕ2(ω)

(y + q)2 −m2
, ω = p lnx0 +

1

m
arctan

y + q

m
.

(2.248)

Ó ôîðìóëàõ (2.248) y = tan x
2
, n,m � äîâiëüíi ñòàëi.
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Âiäïîâiäíi îïåðàòîðè àëãåáðè (2.243), ÿêi ïîðîäæóþòü àí-

çàöè (2.248), ìàþòü âèãëÿä

X17 = r∂0+∂1 + Y1,

X18 = r∂0 + q (∂1 + Y1) + Y2,

X19 = r∂0 +
(
q2 + 1

)
∂1 +

(
q2 − 1

)
Y1 + 2qY2,

X20 = r∂0 +
(
q2 + n2 + 1

)
∂1 +

(
q2 + n2 − 1

)
Y1 + 2qY2,

X21 = r∂0 +
(
q2 −m2 + 1

)
∂1 +

(
q2 −m2 − 1

)
Y1 + 2qY2,

X22 = − 1

2p
D1 + ∂1 +Y1,

X23 = − 1

2p
D1 + q (∂1 + Y1) + Y2,

X24 =
1

2p
D1 +

(
q2 + 1

)
∂1r
(
q2 − 1

)
Y1 + 2qY2,

X25 = − 1

2p
D1+

(
q2+n2+1

)
∂1 +

(
q2 + n2 − 1

)
Y1 + 2qY2,

X26 =
1

2p
D1+

(
q2 −m2+1

)
∂1 +

(
q2 −m2 − 1

)
Y1 + 2qY2.

(2.249)

Âèêîðèñòà¹ìî ëi¨âñüêi àíçàöè, îòðèìàíi äëÿ (2.237), ç ìå-

òîþ ïîáóäîâè íåëîêàëüíèõ àíçàöiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü õåìîòàêñèñó

(2.234). Äëÿ öüîãî ïîòðiáíî çàñòîñóâàòè ïåðåðòâîðåííÿ, îáåðíåíi

äî (2.235), (2.5), (2.12), (2.7) òà (2.238). Öi ïåðåòâîðåííÿ ìàþòü

âèãëÿä

x0 = x0, x1 = x1, z1 → z1 − µ2, z = z2;

x0 = x0, x1 = x1, za = ya1 ;

x0 = t, x1 = w2, y1 = w1, y2 = x;

t = t, x = x, wax = va;

t = t, x = x, v1 = −2
u1x
u1
, v2 = −2u2,

(2.250)
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äå a = 1, 2.

Ïðîöåñ ïåðåòâîðåííÿ ëi¨âñüêèõ iíâàðiàíòíèõ àíçàöiâ ñè-

ñòåìè (2.239) íà íåëîêàëüíi àíçàöè ñèñòåìè (2.234) çà äîïîìî-

ãîþ ïåðåòâîðåíü, îáåðíåíèõ äî (2.250), íàâåäåìî íà ïðèêëàäi

1-ãî àíçàöó (2.244).

Äëÿ çðó÷íîñòi çàïèøåìî éîãî ùå ðàç:

z1 = x−2
1

(
ϕ1(ω) + 2x1

)
, z2 = x−2

1 ϕ2(ω),

ω = rx0 + x−1
1 .

(2.251)

Ïåðøå ïåðåòâîðåííÿ (2.250) çâîäèòü àíçàö (2.251) äî âè-

ãëÿäó

z1 = x−2
1

(
ϕ1(ω) + 2x1

)
+ µ2, z2 = x−2

1 ϕ2(ω),

ω = rx0 + x−1
1 .

(2.252)

Äðóãå ïåðåòâîðåííÿ (2.250) çâîäèòü àíçàö (2.252) äî âè-

ãëÿäó

y11 = x−2
1

(
ϕ1(ω) + 2x1

)
+ µ2, y21 = x−2

1 ϕ2(ω),

ω = rx0 + x−1
1 .

(2.253)

Ïðîiíòåãðóâàâøè ïåðøi äâi ôîðìóëè (2.253) çà çìiííîþ x1, çíà-

õîäèìî

y1 = −Φ1(ω) + 2 lnx1 + µ2x1, y2 = −Φ2(ω),

ω = rx0 + x−1
1 ,

(2.254)

äå Φ1(ω) òà Φ2(ω) � ïåðâiñíi äëÿ ôóíêöié ϕ1(ω) òà ϕ2(ω).

Òðåò¹ ïåðåòâîðåííÿ (2.250) çâîäèòü àíçàö (2.254) äî âè-

ãëÿäó
w1 = −Φ1(ω) + 2 lnw2 + µ2w

2,

x = −Φ2(ω), ω = rt+
1

w2
.

(2.255)

Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè iíâàðiàíòíi çìiííi Φ2(ω) òà ω:

Φ2 → ω, ω → ψ2(ω),
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îòðèìà¹ìî

w1 = −Φ1(ω)− 2 lnA+
µ2

A
, w2 =

1

A
, ω = x, (2.256)

äå A = ψ2(ω)− rt.

ßêùî ïåðøi äâi ôîðìóëè àíçàöó (2.256) ïðîäèôåðåíöiþ-

âàòè çà çìiííîþ x, òî îäåðæèìî

w1
x = −φ1(ω)− 2

ψ̇2(ω)

A
− µ2ψ̇

2(ω)

A2
,

w2
x = − ψ̇

2(ω)

A2
, ω = x,

(2.257)

äå ψ̇2 = dψ2

dω
.

×åòâåðòå ïåðåòâîðåííÿ (2.250) çâîäèòü àíçàö (2.257) äî

âèãëÿäó

v1 = −φ1(ω)− 2
ψ̇2(ω)

A
− µ2ψ̇

2(ω)

A2
,

v2 = − ψ̇
2(ω)

A2
, ω = x.

(2.258)

Çàñòîñó¹ìî äî (2.258) ï'ÿòå ïåðåòâîðåííÿ (2.250):

u1x
u1

=
1

2
φ1(ω) +

ψ̇2(ω)

A
+

1

2
µ2
ψ̇2(ω)

A2
,

u2 =
ψ̇2(ω)

2A2
, ω = x.

(2.259)

Ïðîiíòåãðóâàâøè ïåðøó ôîðìóëó (2.259) çà çìiííîþ x òà ââiâøè

ïîçíà÷åííÿ
1

2
Φ1(ω) = lnψ1(ω),

îñòàòî÷íî çíàõîäèìî íåëîêàëüíèé àíçàö ñèñòåìè (2.234):

u1 = ψ1(ω)AeW , u2 =
ψ̇2(ω)

2A2
, ω = x,

äå A = ψ2(ω)−rt, W = −1
2
µ2
A
, ψ1 = ψ1(ω), ψ2 = ψ2(ω) � äîâiëüíi

ãëàäêi ôóíêöi¨.

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïðîâiâøè àíàëîãi÷íó ïðîöåäó-

ðó ç iíøèìè àíçàöàìè (2.244), (2.246) òà (2.248), çíàõîäèìî òàêi

íåëîêàëüíi àíçàöè ñèñòåìè (2.234):
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I. ν = 0, µ1 = µ2
2 :

u1 = ψ1(ω)AeW , u2 =
ψ̇2(ω)

2A2
, ω = x,

A = ψ2(ω)− rt, W = − µ2

2A
;

u1 = ψ1(ω) cosAeW , u2 = − ψ̇2(ω)

2 cos2A
, ω = x,

A = ψ2(ω)− rt, W = −µ2

2
tanA;

u1 = ψ1(ω) coshAeW , u2 = − ψ̇2(ω)

2 cosh2A
, ω = x,

A = ψ2(ω)− rt, W = −µ2

2
tanhA;

u1 = ψ1(ω)AeW , u2 = t−
1
2
ψ̇2(ω)

2A2
, ω = t−

1
2x,

A = ψ2(ω)− p ln t, W = − µ2

2A
;

u1 = ψ1(ω) cosAeW , u2 = −t−
1
2
ψ̇2(ω)

2 cos2A
,

ω = t−
1
2x, A = ψ2(ω)− p ln t, W = −µ2

2
tanA;

u1 = ψ1(ω) coshAeW , u2 = −t−
1
2
ψ̇2(ω)

2 cosh2A
,

ω = t−
1
2x, A = ψ2(ω)− p ln t, W = −µ2

2
tanhA.

(2.260)

II. ν = −1, µ1 = µ2
2 − 1 :
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u1 = ψ1(ω)Ak, u2 = − ψ̇
2(ω)

2A
, ω = x, A = ψ2(ω)− rt;

u1 = ψ1(ω)Ak, u2 = − ψ̇
2(ω)

2A
, ω = x, A = ψ2(ω)− qert;

u1 = ψ1(ω)ABk, u2 =
ψ̇2(ω)

2A2B
,

ω = x, A = ψ2(ω)− rt, B =
1

A
− q;

u1 = ψ1(ω)Bk cosA, u2 = − ψ̇2(ω)

2B cos2A
,

ω = x, A = ψ2(ω)− rt, B = tanA− q;

u1 = ψ1(ω)Bk coshA, u2 = − ψ̇2(ω)

2B cosh2A
,

ω = x, A = ψ2(ω)− rt, B = tanhA− q;

u1 = ψ1(ω)Ak, u2 = −t−
1
2
ψ̇2(ω)

2A
,

ω = t−
1
2x, A = ψ2(ω)− p ln t;

u1 = ψ1(ω)Ak, u2 = −t−
1
2
ψ̇2(ω)

2A
,

ω = t−
1
2x, A = ψ2(ω)− qtp;

u1 = ψ1(ω)ABk, u2 = t−
1
2
ψ̇2(ω)

2A2B
,

ω = t−
1
2x, A = ψ2(ω)− p ln t, B =

1

A
− q;

u1 = ψ1(ω)Bk cosA, u2 = −t−
1
2

ψ̇2(ω)

2B cos2A
,

ω = t−
1
2x, A = ψ2(ω)− p ln t, B = tanA− q;

u1 = ψ1(ω)Bk coshA, u2 = −t−
1
2

ψ̇2(ω)

2B cosh2A
,

ω = t−
1
2x, A = ψ2(ω)− p ln t, B = tanhA− q.

(2.261)



2.8. Ñèñòåìà ðiâíÿíü õåìîòàêñèñó ç ðåàêòèâíèì ... 159

Ó ôîðìóëàõ (2.261) k =
1− µ2

2
.

III. ν = 1, µ1 = µ2
2 + 1 :

u1 = ψ1(ω)
√
1 + A2eW , u2 = − ψ̇2(ω)

1 + A2
,

ω = x, A = ψ2(ω)− rt, W = −µ2 arctanA;

u1 = ψ1(ω)
√
1 +B2eW , u2 = −e−rt ψ̇

2(ω)

1 +B2
,

ω = x, B = ψ2(ω)e−rt − q, W = −µ2 arctanB;

u1 = ψ1(ω)A
√
1 +B2eW , u2 =

ψ̇2(ω)

A2(1 +B2)
, ω = x,

A = ψ2 − rt, B =
1

A
− q, W = qA− µ2 arctanB;

u1 = ψ1(ω)
√
1 +B2 cos(nA)eW , u2 =

−n2ψ̇2(ω)

(1 +B2) cos2(nA)
,

ω = x, A = ψ2 − rt, B = n tan(nA)− q,

W = −qA− µ2 arctanB;

u1 = ψ1(ω)
√
1 +B2 cosh(mA)eW ,

u2 =
−m2ψ̇2(ω)

(1 +B2) cosh2(mA)
,

ω = x, A = ψ2 − rt, B = m tanh(mA)− q,

W = qA− µ2 arctanB;

u1 = ψ1(ω)
√
1 + A2eW , u2 = −t−

1
2
ψ̇2(ω)

1 + A2
,

ω = t−
1
2x, A = ψ2(ω)− p ln t, W = −µ2 arctanA;

u1 = ψ1(ω)
√
1 +B2eW , u2 = −t−p−

1
2
ψ̇2(ω)

1 +B2
,

ω = t−
1
2x, B = ψ2(ω)t−p − q, W = −µ2 arctanB;

(2.262)
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u1 = ψ1(ω)A
√
1+B2eW , u2 = t−

1
2

ψ̇2(ω)

A2(1+B2)
, ω = −t−

1
2x,

A = ψ2 − p ln t, B =
1

A
− q, W = qA− µ2 arctanB;

u1 = ψ1(ω)
√
1 +B2 cos(nA)eW , u2 = −t−

1
2

n2ψ̇2(ω)

(1 +B2) cos2(nA)
,

ω = t−
1
2x, A = ψ2 − p ln t, B = n tan(nA)− q,

W = −qA− µ2 arctanB;

u1 = ψ1(ω)
√
1 +B2 cosh(mA)eW , u2 = −t−

1
2

m2ψ̇2(ω)

(1 +B2) cosh2(mA)
,

ω = t−
1
2x, A = ψ2 − p ln t, B = m tanh(mA)− q,

W = qA− µ2 arctanB.

Îïåðàòîðè (2.245), (2.247), (2.249), ÿêi ïîðîäæóþòü ëi¨â-

ñüêi àíçàöè ñèñòåìè (2.239), ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåíü (2.250) ïåðå-

õîäÿòü â íåëîêàëüíi îïåðàòîðè iíâàðiàíòíîñòi ñèñòåìè (2.234).

Öåé ïðîöåñ ïðîiëþñòðó¹ìî íà ïðèêëàäi îïåðàòîðà X1 iç ôîðìóë

(2.245). Öåé îïåðàòîð íàáóâà¹ âèãëÿäó

X1 = r∂0 + x21∂1 − 2x1I + 2∂z1 . (2.263)

Ïîäiÿâøè îïåðàòîðîì (2.263) íà ìíîãîâèä ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè

ðiâíÿíü (2.239), îäåðæèìî

rz10 + x21z
1
1 + 2x1z

1 − 2 = 0, rz20 + x21z
2
1 + 2x1z

2 = 0. (2.264)

Ïîäiÿâøè ïåðøèì ïåðåòâîðåííÿì (2.250) íà ðiâíÿííÿ ñèñòåìè

(2.264), îòðèìà¹ìî

rz10+x
2
1z

1
1 + 2x1z

1−2µ2x1−2 =0, rz20 + x21z
2
1 + 2x1z

2=0. (2.265)

Çàñòîñóâàâøè äðóãå ïåðåòâîðåííÿ (2.250), áóäåìî ìàòè

ry110 + x21y
1
11 + 2x1y

1
1 − 2µ2x1 − 2 = 0,

ry210 + x21y
2
11 + 2x1y

2
1 = 0.

(2.266)

Ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ ðiâíÿíü (2.266) çà çìiííîþ x1 îäåðæèìî:

ry10 + x21y
1
1 − µ2x

2
1 − 2x1 = 0, ry20 + x21y

2
1 = 0. (2.267)



2.8. Ñèñòåìà ðiâíÿíü õåìîòàêñèñó ç ðåàêòèâíèì ... 161

ßêùî çàñòîñóâàòè òðåò¹ ïåðåòâîðåííÿ (2.250) äî ñèñòåìè ðiâ-

íÿíü (2.267), âðàõóâàâøè ïðè öüîìó, ùî

y10 = w1
t −

w1
x

w2
x

w2
t , y11 =

w1
x

w2
x

, y20 = −w
2
t

w2
x

, y21 =
1

w2
x

, (2.268)

òî îòðèìà¹ìî

rw1
t − µ2(w

2)2 − 2w2 = 0, rw2
t − (w2)2 = 0. (2.269)

Ïiñëÿ äèôåðåíöiþâàííÿ çà çìiííîþ x ñèñòåìà (2.269) ìàòèìå

âèãëÿä

rw1
xt − 2(µ2w

2 + 1)w2
x = 0, rw2

xt − 2w2w2
x = 0. (2.270)

×åòâåðòå ïåðåòâîðåííÿ (2.250) çâîäèòü ñèñòåìó (2.270) äî ôîðìè

rv1t − 2(µ2w
2 + 1)v2 = 0, rv2t − 2w2v2 = 0, (2.271)

äå w2 =
∫
v2dx. Çàñòîñóâàâøè ï'ÿòå ïåðåòâîðåííÿ (2.250) äî ñè-

ñòåìè ðiâíÿíü (2.271), îäåðæèìî

r∂x

(
u1t
u1

)
− 2(−2µ2σ + 1)σx = 0, ru2t + 4σu2 = 0, (2.272)

äå

σ =

∫
u2dx. (2.273)

ßêùî ïåðøå ðiâíÿííÿ (2.272) ïðîiíòåãðóâàòè çà çìiííîþ

x, òî ïåðåéäåìî äî òàêî¨ ñèñòåìè:

ru1t + 2(µ2σ
2 − σ)u1 = 0, ru2t + 4σu2 = 0. (2.274)

Îïåðàòîð, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ñèñòåìi ðiâíÿíü (2.274), çàïè-

øåìî ó âèãëÿäi

Q = r∂t − 2(µ2σ
2 − σ)u1∂u1 − 4σu2∂u2 . (2.275)

Ôîðìóëà (2.275) çàäà¹ íåëîêàëüíèé îïåðàòîð iíâàðiàíòíîñòi ñè-

ñòåìè ðiâíÿíü õåìîòàêñèñó (2.234).

Ïîäiÿâøè ïåðåòâîðåííÿì (2.250) íà ëi¨âñüêi îïåðàòîðè ií-

âàðiàíòíîñòi (2.245), (2.247), (2.249) ñèñòåìè (2.239), îòðèìà¹ìî

òàêi íåëîêàëüíi îïåðàòîðè iíâàðiàíòíîñòi ñèñòåìè ðiâíÿíü õåìî-

òàêñèñó (2.234):
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I. ν = 0, µ1 = µ2
2 :

Q1 = Q2 = Q3 = r∂t − 2(µ2σ
2 − σ)u1∂u1 − 4σu2∂u2 ,

Q4 = Q5 = Q6 =
1

p
D + 4(µ2σ

2 − σ)1∂u1 + 8σu2∂u2 ,
(2.276)

äå

D = 2t∂t + x∂x − u2∂u2 . (2.277)

II. ν = −1, µ1 = µ2
2 − 1.

Q7 = Q8 = r∂t + e2σ(ku1∂u1 − u2∂u2),

Q9 = r∂t +
[
ke−2σ+ (k − 1)e2σ

]
u1∂u1 + (e−2σ− e2σ)u2∂u2 ,

Q10 = r∂t +
[
ke−2σ + (k − 1)(q2 + 1)e2σ

]
u1∂u1+

+
[
e−2σ − (q2 + 1)e2σ

]
u2∂u2 ,

Q11 = r∂t +
[
ke−2σ + (k − 1)(q2 − 1)e2σ

]
u1∂u1+

+
[
e−2σ − (q2 − 1)e2σ

]
u2∂u2 ,

Q12 = Q13 =
1

2p
D + e2σ

(
−ku1∂u1 + u2∂u2

)
,

Q14 =
1

2p
D −

[
ke−2σ + (k − 1)q2e2σ

]
u1∂u1+

+
[
e−2σ − q2e2σ

]
u2∂u2 ,

Q15 =
1

2p
D −

[
ke−2σ + (k − 1)(q2 + 1)e2σ

]
u1∂u1+

+
[
e−2σ − (q2 + 1)e2σ

]
u2∂u2 ,

Q16 =
1

2p
D −

[
ke−2σ + (k − 1)(q2 − 1)e2σ

]
u1∂u1+

+
[
e−2σ − (q2 − 1)e2σ

]
u2∂u2 .

(2.278)
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III. ν = 1, µ1 = µ2
2 + 1 :

Q17=r∂t−
1

2
(sin(2σ) + µ2 cos(2σ))u

1∂u1 + sin(2σ)u2∂u2 ,

Q18 = r∂t −
1

2
((q − µ2) sin(2σ)+

+(1 + qµ2) cos(2σ))u
1∂u1 + (q sin(2σ) + cos(2σ))u2∂u2 ,

Q19 = r∂t +
1

2
((−q2 + 2qµ2 + 1) sin(2σ)+

+(2q + (q2 − 1)µ2) cos(2σ))u
1∂u1+

+((q2 − 1) sin(2σ) + 2q cos(2σ))u2∂u2 ,

Q20 = r∂t +
1

2
((−q2 − n2 + 2qµ2 + 1) sin(2σ)−

−(2q + (q2 + n2 − 1)µ2) cos(2σ))u
1∂u1+

+((q2 + n2 − 1) sin(2σ) + 2q cos(2σ))u2∂u2 ,

Q21 = r∂t +
1

2
((−q2 +m2 + 2qµ2 + 1) sin(2σ)−

−(2q + (q2 −m2 − 1)µ2) cos(2σ))u
1∂u1+

+((q2 −m2 − 1) sin(2σ) + 2q cos(2σ))u2∂u2 ,

Q22 =
1

p
D − (sin(2σ) + µ2 cos(2σ))u

1∂u1 + 2 sin(2σ)u2∂u2 ,

Q23 =
1

p
D + ((q − µ2) sin(2σ)+

+(1 + qµ2) cos(2σ))u
1∂u1 + 2(q sin(2σ) + cos(2σ))u2∂u2 ,

Q24 =
1

p
D + ((1− q2 + µ2) sin(2σ)+

+(1 + (q2 − 1)µ2) cos(2σ))u
1∂u1+

+2(sin(2σ) + (1− q2) cos(2σ))u2∂u2 ,

Q25 =
1

p
D + ((q2 + n2 − 2qµ2 − 1) sin(2σ)+

+(2q + (q2 + n2 − 1)µ2) cos(2σ))u
1∂u1−

−2((q2 + n2 − 1) sin(2σ) + 2q cos(2σ))u2∂u2 ,

(2.279)
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Q26 =
1

p
D + ((q2 −m2 − 2qµ2 − 1) sin(2σ)+

+(2q + (q2 −m2 − 1)µ2) cos(2σ))u
1∂u1−

−2((q2 −m2 − 1) sin(2σ) + 2q cos(2σ))u2∂u2 .

Iç âèãëÿäó îïåðàòîðiâ (2.277)�(2.279) ìîæíà çðîáèòè âè-

ñíîâîê, ùî âîíè ¹ îïåðàòîðàìè ïîòåíöiéíèõ ñèìåòðié ñèñòåìè

(2.234).

ßêùî îäåðæàíi íåëîêàëüíi àíçàöè ïiäñòàâèòè â ñèñòåìó

ðiâíÿíü õåìîòàêñèñó (2.234), òî âîíè çðåäóêóþòü ¨¨ äî ñèñòåì

çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî íåâiäîìèõ ôóí-

êöié ψ1 òà ψ2 çìiííî¨ ω. Ïðîöåñ ðåäóêöi¨ ïðîiëþñòðó¹ìî íà ïðè-

êëàäi ïåðøîãî àíçàöó äëÿ âèïàäêó ν = 0. Öåé àíçàö íàáóâà¹

âèãëÿäó

u1 = ψ1(ω)Aew, u2 =
ψ̇2(ω)

2A2
, ω = x,

A = ψ2(ω)− rt, w = − µ2

2A
, r = ±1.

(2.280)

ßêùî âèçíà÷èòè ïîõiäíi ôóíêöié (2.280) òà ïiäñòàâèòè â ðiâíÿ-

ííÿ ñèñòåìè (2.234), òî ïiñëÿ äåÿêèõ ñïðîùåíü îäåðæèìî

Aψ̈1 +

(
µ2ψ

1

2A
+ ψ1

)(
ψ̈2 + 2

ψ̇1

ψ1
ψ̇2 + r

)
= 0,(

− ψ̇
2

A3
+

1

2A2

∂

∂ω

)(
ψ̈2 + 2

ψ̇1

ψ1
ψ̇2 + r

)
= 0.

(2.281)

Iç (2.281) îòðèìó¹ìî ñèñòåìó ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî ôóí-

êöié ψ1(ω), ψ2(ω):

ψ̈1 = 0,

ψ̈2 + 2
ψ̇1

ψ1
ψ̇2 + r = 0.

(2.282)

Àíàëîãi÷íî, ïiäñòàâèâøè âñi iíøi àíçàöè â ñèñòåìó ðiâ-

íÿíü õåìîòàêñèñó (2.234), îäåðæèìî ðåäóêîâàíi ñèñòåìè çâè÷àé-

íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü:
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I. ν = 0, µ1 = µ2
2. Ïåðøi òðè àíçàöè (2.260) ðåäóêóþòü

(2.234) äî ñèñòåìè

ψ̈1 = lψ1
(
ψ̇2
)2
,

ψ̈2 + 2
ψ̇1

ψ1
ψ̇2 + r = 0,

(2.283)

äå l = 0; 1;−1 âiäïîâiäíî. Îñòàííi òðè àíçàöè (2.260) ðåäóêóþòü

(2.234) äî òàêî¨ ñèñòåìè

ψ̈1 +
ω

2
ψ̇1 = lψ1

(
ψ̇2
)2
,

ψ̈2 +

(
2
ψ̇1

ψ1
+
ω

2

)
ψ̇2 + p = 0.

(2.284)

II. ν = −1, µ1 = µ2
2 − 1. Ðåçóëüòàòîì ðåäóêöi¨ ñèñòåìè

(2.234) ïåðøèì àíçàöàì (2.261) ¹ ñèñòåìè (2.282), à äðóãèì �

ñèñòåìà âèãëÿäó
ψ̈1 = rkψ1,

ψ̈2 + 2
ψ̇1

ψ1
ψ̇2 + rψ2 = 0.

(2.285)

Òðåòié, ÷åòâåðòèé òà ï'ÿòèé àíçàöè (2.261) ðåäóêóþòü ñè-

ñòåìó (2.234) äî ñèñòåìè (2.283). Øîñòèé àíçàö (2.261) ðåäóêó¹

ñèñòåìó (2.234) äî ñèñòåìè (2.284) ïðè l = 0, à ñüîìèé àíçàöè

(2.261) � äî òàêî¨ ñèñòåìè

ψ̈1 +
ω

2
ψ̇1 = pkψ1,

ψ̈2 +

(
2
ψ̇1

ψ1
+
ω

2

)
ψ̇2 + pψ2 = 0.

(2.286)

Âîñüìèé, äåâ'ÿòèé òà äåñÿòèé àíçàöè (2.261) ðåäóêóþòü

ñèñòåìó (2.234) äî ñèñòåìè (2.284).

III. ν = 1, µ1 = µ2
2+1. Ïåðøèé òà äðóãèé àíçàöè (2.262)

ðåäóêóþòü ñèñòåìó (2.234) äî ñèñòåìè (2.283).



166 Ðîçäië 2. Íåëîêàëüíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

Òàêi òðè àíçàöè (3-é, 4-é, 5-é) (2.262) ðåäóêóþòü ñèñòåìó

(2.234) äî ñèñòåì

ψ̈1 − q2ψ1
(
ψ̇2
)2

= 0,

ψ̈2 + 2
ψ̇1

ψ1
ψ̇2 + 2q

(
ψ̇2
)2

+ r = 0;

(2.287)

ψ̈1 − (q2 + n2)ψ1
(
ψ̇2
)2

= 0,

ψ̈2 + 2
ψ̇1

ψ1
ψ̇2 − 2q

(
ψ̇2
)2

+ r = 0;

(2.288)

ψ̈1 − (q2 −m2)ψ1
(
ψ̇2
)2

= 0,

ψ̈2 + 2
ψ̇1

ψ1
ψ̇2 + 2q

(
ψ̇2
)2

+ r = 0.

(2.289)

Øîñòèé òà ñüîìèé àíçàöè (2.262) ðåäóêóþòü ñèñòåìó ðiâ-

íÿíü (2.234) äî ñèñòåìè (2.284) ïðè l = 0. Îñòàííi òðè àíçàöè

(2.262) ðåäóêóþòü ñèñòåìó (2.234) äî òàêèõ ñèñòåì:

ψ̈1 +
ω

2
ψ̇1 − q2ψ1

(
ψ̇2
)2

= 0,

ψ̈2 +

(
2
ψ̇1

ψ1
+
ω

2

)
ψ̇2 + 2q

(
ψ̇2
)2

+ p = 0;
(2.290)

ψ̈1 +
ω

2
ψ̇1 − (q2 + n2)ψ1

(
ψ̇2
)2

= 0,

ψ̈2 +

(
2
ψ̇1

ψ1
+
ω

2

)
ψ̇2 − 2q

(
ψ̇2
)2

+ p = 0;
(2.291)

ψ̈1 +
ω

2
ψ̇1 − (q2 −m2)ψ1

(
ψ̇2
)2

= 0,

ψ̈2 +

(
2
ψ̇1

ψ1
+
ω

2

)
ψ̇2 + 2q

(
ψ̇2
)2

+ p = 0.
(2.292)

ßêùî ó âèïàäêàõ I, III ââåñòè çàìiíó:

α =
ψ̇1

ψ1
, β = ψ̇2, (2.293)
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à ó âèïàäêó II � çàìiíó

α =
ψ̇1

ψ1
, β =

ψ̇2

ψ2
, (2.294)

òî ðåäóêîâàíi ñèñòåìè çâåäóòüñÿ äî ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó:

I. ν = 0 :
α̇ + α2 = lβ2,

β̇ + 2αβ + r = 0;
(2.283′)

α̇ + α2 +
ω

2
α = lβ2,

β̇ +
(
2α +

ω

2

)
β + p = 0.

(2.284′)

II. ν = −1 :
α̇ + α2 = rk,

β̇ + 2αβ + r = 0;
(2.285′)

α̇ + α2 +
ω

2
α = pk,

β̇ +
(
2α +

ω

2

)
β + p = 0.

(2.286′)

III. ν = 1 :
α̇ + α2 − q2β2 = 0,

β̇ + 2αβ + 2qβ2 + r = 0;
(2.287′)

α̇ + α2 − (q2 + n2)β2 = 0,

β̇ + 2αβ − 2qβ2 + r = 0;
(2.288′)

α̇ + α2 − (q2 −m2)β2 = 0,

β̇ + 2αβ + 2qβ2 + r = 0;
(2.289′)

α̇ + α2 +
ω

2
α− q2β2 = 0,

β̇ +
(
2α +

ω

2

)
β + 2qβ2 + p = 0;

(2.290′)
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α̇ + α2 +
ω

2
α− (q2 + n2)β2 = 0,

β̇ +
(
2α +

ω

2

)
β − 2qβ2 + p = 0;

(2.291′)

α̇ + α2 +
ω

2
α− (q2 −m2)β2 = 0,

β̇ +
(
2α +

ω

2

)
β + 2qβ2 + p = 0.

(2.292′)

Çàóâàæèìî, ùî íîìåðè ôîðìóë çi øòðèõàìè âiäïîâiäàþòü

òàêèì æå íîìåðàì ôîðìóë áåç øòðèõiâ.

ßêùî çíàéòè ðîçâ'ÿçêè ðåäóêîâàíèõ ñèñòåì, òî, âèêîðè-

ñòîâóþ÷è çàìiíó (2.293) àáî (2.294) òà âiäïîâiäíèé àíçàö, ìîæíà

çíàéòè ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü õåìîòàêñèñó (2.234). Íàâåäåìî

äåÿêi ç íèõ.

Ó âèïàäêó, êîëè µ1 = µ2
2 − 1, òî

u1 =
x√
t

(
−
√
t

x
Φ̇

(
x√
2t

)
− 1

2
Φ

(
x√
2t

)
− p ln t

)k
,

u2 =
1

2x

√
tΦ̇

(
x√
2t

)
√
tΦ̇

(
x√
2t

)
+

1

2
Φ

(
x√
2t

)
+ p ln t

,

(2.295)

äå Φ (x) =
1√
2π

∫ x
0
e−

τ2

2 dτ � ôóíêöiÿ Ëàïëàñà.

Äëÿ âèïàäêó µ1 = µ2
2 + 1

u1 = t−
1
2 e−

x2

4t F (z),

u2 = − c1
2ptG(z)

,
(2.296)

äå
z = c1

x

t
, F (z) =

√
G(z)eµ2 arctan(

1
2p

z+2
z−1),

G(z) = (z + 1)2 +
(z + 2)2

4p2
,

òà

u1 = Φ

(
x√
2t

)√
(N + 1)2 + 1eµ2 arctan(

1
N+1),

u2 = −1

x

√
tN2 + (x

2

2t
− 1)N

(N + 1)2 + 1
,

(2.297)
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äå N = N(t, x) =
x

t

Φ̇
(

x√
2t

)
Φ
(

x√
2t

) .
Ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ðîçâ'ÿçêè (2.295)�(2.297) ñèñòå-

ìè (2.234) íåìîæëèâî îòðèìàòè â ðàìêàõ êëàñè÷íîãî ìåòîäó Ëi.

Çàçíà÷èìî, ùî ðîçâ'ÿçêè (2.296) òà (2.297) ìàþòü òàêi

àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi:

lim
t→∞

u1 = lim
t→∞

u2 = lim
x→∞

u1 = lim
x→∞

u2 = 0,

äëÿ ðîçâ'ÿçêó (2.296) òà

lim
t→∞

u1 = lim
t→∞

u2 = lim
x→∞

u2 = 0, lim
x→∞

u1 =

√
2e−µ2

π
2

2
,

äëÿ ðîçâ'ÿçêó (2.297).

Öå äà¹ ìîæëèâiñòü âèêîðèñòîâóâàòè öi ðîçâ'ÿçêè äëÿ ðîç-

â'ÿçóâàííÿ êîíêðåòíèõ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷. Ãðàôiêè ðîçâ'ÿçêiâ

(2.296) òà (2.297), çà ïåâíèõ îáìåæåíü íà çìiííi t, x òà ïàðàìåòðè

p, µ2, c1 íàâåäåíî íà ðèñ. 2.5 òà 2.6.
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Ðèñ. 2.5: Ãðàôiê ôóíêöi¨ u1 òà u2 ðîçâ'ÿçêó (2.296)

ïðè c1 = −2, µ2 = −1, p = −1
2
, t ∈ [1, 4], x ∈ [1, 4]
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Ðèñ. 2.6: Ãðàôiê ôóíêöi¨ u1 òà u2 ðîçâ'ÿçêó (2.297)

ïðè µ2 = −1, t ∈ [1, 4], x ∈ [1, 4]
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